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ABSTRAK 
Joe Anand dan Edal Anand (2015) membahas nilai eigen matriks fuzzy melalui persamaan 

karakteristik seperti pada matriks biasa tetapi tidak mendefinisikan operasi pengurangan pada 
matriks fuzzy. Mengingat bahwa himpunan matriks fuzzy persegi hanya merupakan suatu semi 
ring yang belum tentu terjamin eksistensi invers penjumlahannya maka perlu dijelaskan 
pendefinisian operasi pengurangan pada saat membahas nilai eigen tersebut. Karena 
himpunan matriks permutasi fuzzy merupakan suatu semi lapangan, maka pembahasan 
mengenai nilai eigen dan beberapa sifat terkait melalui persamaan karakteristik kemungkinan 
dapat dilakukan. 

Pada makalah ini hanya dibahas mengenai nilai eigen pada matriks permutasi fuzzy 
berordo 2×2 dan 3×3 dengan mengadopsi gagasan pada Joe Anand dan Edal Anand (2015) tetapi 
dengan memodifikasi operasi pengurangan seperti pada Sidky dan Emam (1992). Dengan 
menerapkan operasi pengurangan tersebut, diperoleh bahwa kemungkinan nilai eigen pada 
matriks permutasi fuzzy berordo 2×2 dan 3×3 adalah 1 atau sembarang nilai pada interval [0,1].  

 
Kata kunci:  nilai eigen, matriks fuzzy, operasi pengurangan, permutasi 

 
ABSTRACT 

Joe Anand dan Edal Anand (2015) discussed about eigen value of fuzzy matrices by 
characteristic equation in conventional matrices, but it’s not defined substract operation in fuzzy 
matrices. The set all of square fuzzy matrices is just a semi ring that it’s not valid in existence of 
addition inverse, then it’s important to define substract operation in eigen value discussing. More 
than, the set all of fuzzy permutation matrices is a semi field so the discussing about eigen value 
and it’s properties may be done.          

This paper discussed about eigen value of 2×2 and 3×3 fuzzy permutation matrices by 
adopted idea in Joe Anand and Edal Anand (2015), and modified substract operation refers to 
Sidky and Emam (1992). By applying this substraction, it’s yields that eigen value of 2×2 and 
3×3 fuzzy permutation matrices is 1 or any value in closed interval [0,1].  
 
Keywords: Up to six keywords should also be included. 

 
 
 

1. Pendahuluan 
 
Semi ring fuzzy (Mordeson and Nair, 2001) merupakan sistem matematika yang terbentuk dari 
interval tutup [0,1] dan dilengkapi dengan operasi penjumlahan serta perkalian yakni 

𝑎 + 𝑏 = 𝑚𝑎𝑘𝑠(𝑎, 𝑏) 
𝑎𝑏 = 𝑚𝑖𝑛 (𝑎, 𝑏) 

untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1]. Matriks fuzzy merupakan matriks yang entri-entrinya merupakan 
elemen pada interval tutup [0,1] (Kandasamy, dkk., 2007). Dengan kata lain suatu matriks 
𝐴 = [𝑎!"] dikatakan matriks fuzzy apabila 𝑎!" ∈ [0,1]. Matriks fuzzy juga dapat didefinisikan 
melalui suatu fungsi keanggotaan (Pal, 2016). Pada Wang (1984), Chong-Xin dan Xiang (1984), 
dijelaskan entri matriks fuzzy melalui semi simple ring [0,1], kemudian operasi penjumlahan 
serta perkalian matriks fuzzy didefinisikan sebagaimana operasi penjumlahan dan perkalian 
pada matriks biasa. Misalkan 𝐴 = [𝑎!"]!×! dan 𝐵 = [𝑏!"]!×! masing-masing adalah matriks 
fuzzy, maka hasil penjumlahan matriks 𝐴 dan 𝐵 adalah  

𝐴 + 𝐵 = [𝑎!" + 𝑏!"]!×! = [𝑚𝑎𝑘𝑠(𝑎!" , 𝑏!")]!×! 
Selain itu misalkan 𝐴 = [𝑎!"]!×! dan 𝐵 = [𝑏!"]!×! masing-masing matriks fuzzy, serta 𝑘 adalah 
skalar pada [0,1] maka hasil perkalian 𝐴 dan 𝐵, serta hasil perkalian skalar 𝑘 dengan 𝐴 adalah  
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𝐴𝐵 = 𝑎!"𝑏!"
!

!!! !×!
= [𝑚𝑎𝑘𝑠(𝑚𝑖𝑛(𝑎!" , 𝑏!"))]!×! 

       𝑘𝐴 = [𝑘. 𝑎!!]!×! = [𝑚𝑖𝑛 (𝑘, 𝑎!")]!×! . 
 

Sementara itu, pada Sidky dan Emam (1992) dijelaskan operasi pengurangan pada interval tutup 
[0,1] yakni 

𝑎 − 𝑏 = 𝑎, untuk 𝑎 > 𝑏
0, untuk 𝑎 ≤ 𝑏 

 
untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 0,1 . Dengan mengadopsi operasi pengurangan tersebut, didefinisikan operasi 
pengurangan matriks fuzzy yakni 

 
𝐴 − 𝐵 = [𝑎!" − 𝑏!"]!×! 

untuk setiap matriks fuzzy 𝐴 = [𝑎!"]!×! dan 𝐵 = [𝑏!"]!×!. Pada pembahasan Wang (1984) 
dijelaskan bahwa suatu matriks fuzzy bersifat invertibel jika dan hanya jika matriks tersebut 
merupakan suatu matriks permutasi. Pada Chong-Xin, dkk (1984) juga dijelaskan beberapa jenis 
matriks fuzzy khusus yang salah satunya adalah matriks fuzzy non singular.  

Pembahasan mengenai nilai eigen matriks fuzzy dijelaskan antara lain pada Salahshour, dkk 
(2012),Triantaphyllou dan Mann (1990), Theodoru dan Alevizos (2006) serta Chiao (1998). 
Selanjutnya Joe Anand dan Edal Anand (2015) membahas nilai eigen matriks fuzzy dan beberapa 
sifatnya melalui persamaan karakteristik, akan tetapi tidak menjelaskan pendefinisian operasi 
pengurangannya. Mengingat bahwa himpunan matriks fuzzy persegi hanya merupakan suatu 
semi ring yang dengan kata lain belum tentu terjamin eksistensi invers penjumlahannya maka 
perlu dijelaskan pendefinisian operasi pengurangan pada saat membahas nilai eigen tersebut. 
Hal ini perlu dilakukan karena pada saat membahas mengenai persamaan karakteristik akan 
melibatkan operasi pengurangan. Selanjutnya, karena himpunan matriks permutasi fuzzy 
merupakan suatu semi lapangan dan operasi pengurangan telah didefinikan dalam rangka untuk 
memodifikasi invers penjumlahan, maka akan dapat dimungkinkan untuk melakukan 
pembahasan mengenai nilai eigen dan sifat-sifatnya pada matriks permutasi fuzzy melalui 
persamaan karakteristik. 
Tulisan ini akan membahas mengenai nilai eigen suatu matriks permutasi fuzzy berordo 2×2 
dan 3×3 dengan mengadopsi pada pembahasan Joe Anand dan Edal Anand (2015) dan 
pendefinisian pengurangan matriks fuzzy seperti pada Sidky dan Emam (1992). Pada bagian 
awal tulisan ini dijelaskan mengenai motivasi dan beberapa hal terkait matriks permutasi 
fuzzy. Selanjutnya pada bagian utama yang merupakan hasil utama pada tulisan ini dijelaskan 
mengenai nilai eigen matriks permutasi fuzzy berordo 2×2 dan 3×3. Hasil ini akan digunakan 
sebagai counter example untuk menunjukkan beberapa sifat nilai eigen matriks fuzzy pada 
pembahasan Joe Anand dan Edal Anand (2015) belum tentu berlaku (tidak dibahas pada 
tulisan ini). 
 

2. Matriks Permutasi Fuzzy 
 
Matriks fuzzy merupakan matriks yang entri-entrinya merupakan elemen pada pada interval 
tutup [0,1] seperti dijelaskan pada definisi berikut ini. 

 
Definisi 1. (Kandasamy, 2007) Matriks fuzzy merupakan matriks 𝐴 = 𝑎!"  dengan 𝑎!" ∈ [0,1].  

 
Suatu matriks fuzzy dikatakan persegi apabila banyaknya baris sama dengan banyaknya kolom. 
Operasi penjumlahan, perkalian dan perkalian skalar matriks fuzzy didefinisikan sebagaimana 
operasi penjumlahan, perkalian dan perkalian skalar matriks biasa. Sementara pada tulisan ini, 
operasi pengurangan didefinisikan dengan 

 
𝐴 − 𝐵 = [𝑎!" − 𝑏!"]!×! 

untuk setiap matriks fuzzy 𝐴 = [𝑎!"]!×! , 𝐵 = [𝑏!"]!×! dengan 
 

𝑎!" − 𝑏!" =
𝑎!" , untuk 𝑎!" > 𝑏!"
0, untuk 𝑎!" ≤ 𝑏!"
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untuk setiap 𝑎!" , 𝑏!" ∈ 0,1 . 

 
Teorema 1. Misalkan 𝑀 adalah himpunan semua matriks fuzzy persegi, maka 𝑀 merupakan 
suatu semi ring, dan selanjutnya dinamakan semi ring matriks fuzzy persegi  
Bukti. 
Misal diambil sembarang matriks fuzzy persegi 𝐴 = [𝑎!"], 𝐵 = [𝑏!"] dan 𝐶 = [𝑐!"] yang berordo 𝑛, 
maka hasil penjumlahan dari 𝐴 dan 𝐵 juga merupakan matriks fuzzy persegi. Operasi 
penjumlahan bersifat assosiatif pada 𝑀 yaitu  

(𝐴 + 𝐵) + 𝐶  =  𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑎!" , 𝑏!"}  + 𝑐!"  = 𝑎!"  + 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑏!" , 𝑐!"}  = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶). 
Matriks 0 =  [0!"] dengan 0!" = 0 untuk setiap 𝑖 dan 𝑗, merupakan elemen identitas terhadap 
operasi  penjumlahan pada 𝑀. Sementara itu operasi penjumlahan pada matriks fuzzy juga 
bersifat komutatif, yakni   

𝐴 +  𝐵 = 𝑎!" + 𝑏!"  = 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑎!" , 𝑏!"}  = 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑏!" , 𝑎!"}  = 𝑏!" + 𝑎!" = 𝐵 +  𝐴 
Dengan demikian 𝑀 merupakan monoid komutatif terhadap operasi penjumlahan. 
 
Sementara itu hasil perkalian dari 𝐴 dan 𝐵 juga merupakan matriks fuzzy persegi. Selain itu 
operasi perkaliannya bersifat assosiatif pada 𝑀, yakni 

 
𝐴𝐵 𝐶 = 𝑚𝑎𝑘𝑠!!!! 𝑚𝑖𝑛 𝑎!" , 𝑏!"  . [cij] =  [𝑎!"]. {𝑚𝑎𝑘𝑠!!!! 𝑚𝑖𝑛 𝑏!" , 𝑐!"

!"
. 

= 𝐴(𝐵𝐶). 
Matriks 𝐼 = [𝑎!"] merupakan elemen identitas terhadap operasi perkalian di 𝑀 dengan     𝑎!" =
1 untuk setiap 𝑖 = 𝑗 dan 𝑎!" = 0 untuk setiap 𝑖 ≠ 𝑗. Berdasarkan uraian tersebut diperoleh 
bahwa 𝑀 merupakan suatu monoid  terhadap operasi perkalian.  
 
Selanjutnya sifat distribusi operasi perkalian terhadap operasi penjumlahan juga berlaku pada 
𝑀, dan elemen identitas penjumlahan pada 𝑀 merupakan elemen penyerap terhadap operasi 
perkalian karena untuk setiap matriks fuzzy persegi 𝐴 = [𝑎!"] berlaku  
 

𝐴0 = [ 𝑚𝑎𝑘𝑠 {𝑚𝑖𝑛{𝑎!" , 0}] = 0 dan 0𝐴 = [ 𝑚𝑎𝑘𝑠 {𝑚𝑖𝑛{0 , 𝑎!"}] =  0. 
 
Menurut uraian tersebut diperoleh bahwa himpunan semua matriks fuzzy persegi merupakan 
suatu semi ring, yang selanjutnya dinamakan semi ring matriks fuzzy persegi.�  
 
Misalkan 𝐴 = 𝑎!" !×!

 merupakan matriks fuzzy, maka 𝐴 memiliki invers perkalian apabila 𝐴 

merupakan matriks fuzzy yang hanya memiliki tepat entri 1 pada setiap baris dan kolomnya, 
serta entri 0 pada baris dan kolom lainnya. Dengan demikian banyaknya matriks fuzzy 
𝐴 = 𝑎!" !×!

yang memiliki invers adalah sebanyak 𝑛! yang diperoleh dari semua kemungkinan 

posisi entri 1 dan 0 pada setiap baris dan kolom matriks fuzzy 𝐴. Misalkan untuk 𝑛 = 2 maka 

matriks fuzzy yang memiliki invers adalah sebanyak 2! = 2 yakni 1 0
0 1  dan 0 1

1 0 . Untuk 

𝑛 = 3 maka matriks fuzzy yang memiliki invers ada sebanyak 3! = 6 yakni 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

, 

0 1 0
1 0 0
0 0 1

, 
1 0 0
0 0 1
0 1 0

, 
0 0 1
0 1 0
1 0 0

, 
0 0 1
1 0 0
0 1 0

 dan 
0 1 0
0 0 1
1 0 0

.  

 
Definisi 2. (Wang, 1984) Matriks permutasi fuzzy adalah matriks fuzzy persegi yang setiap 
baris dan kolomnya hanya tepat berisi entri 1 dan lainnya 0. 
 
Teorema 2. (Wang, 1984) Matriks fuzzy 𝐴 memiliki invers jika dan hanya jika 𝐴 merupakan 
matriks permutasi 
Bukti. 
Misalkan 𝐴 adalah matriks permutasi maka berlaku sifat 𝐴𝐴! = 𝐴!𝐴 = 𝐼. Dengan demikian 𝐴 
memiliki invers yakni transpose 𝐴. Sebaliknya misalkan 𝐵 adalah invers dari 𝐴, maka berlaku 
𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼. Andaikan 𝐴 bukan matriks permutasi, maka terdapat beberapa kondisi yakni  
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Kondisi 1 
Misalkan suatu baris pada 𝐴 tidak hanya memiliki tepat sebuah entri 1 saja, tetapi memiliki 
sebuah entri lainnya yang tak nol. Tanpa mengurangi keumuman misalkan diambil baris 
pertama yakni (1, 𝑎, 0, … ,0) dengan 𝑎 ∈ (0,1]. Selanjutnya, karena 𝐴𝐵 = 𝐼, maka haruslah  
Kolom ke-1 matriks 𝐵 adalah (1,0,∗, … ,∗)! 
⋮ 
Kolom ke-𝑛 matriks 𝐵 adalah (0,0,∗, … ,∗)! 

Dengan demikian matriks 𝐵 =

1 0 … 0
0 0 … 0
∗
…
∗

∗
…
∗

…
…
…

∗
…
∗

 dan 𝐵𝐴 =

∗ ∗ … ∗
0 0 … 0
∗
…
∗

∗
…
∗

…
…
…

∗
…
∗

≠ 𝐼.  

Kondisi 2 
Misalkan suatu baris pada 𝐴 tidak memuat entri 1 maka untuk setiap 𝐵 hasil perkalian dari 
𝐴𝐵 ≠ 𝐼 � 
 
Teorema 3. Himpunan semua matriks permutasi fuzzy 𝐴 merupakan suatu semi lapangan. 
 
Bukti. 
Bukti langsung diperoleh dari hasil Teorema 1 dan Teorema 2.� 
 

  
3. Nilai Eigen Matriks Permutasi Fuzzy 

 
Joe Anand dan Edal Anand (2015) menjelaskan bahwa apabila diketahui suatu matriks fuzzy 𝐴, 
vektor fuzzy 𝑋 dan suatu skalar fuzzy 𝛼 yang memenuhi persamaan 𝛼𝑋 = 𝐴𝑋. Dengan demikian  
𝛼𝑋 = 𝐴𝑋 jika dan hanya jika 𝐴𝑋 − 𝛼𝐼𝑋 = 𝐴 − 𝛼𝐼 𝑋 =  0, dengan 𝐼 adalah matriks identitas fuzzy 
berordo 𝑛. Sistem persamaan ini akan konsisten dan memiliki solusi yang non trivial jika 
|𝐴 − 𝛼𝐼| = 0. Persamaan ini selanjutnya dinamakan persamaan karakteristik dari matriks fuzzy 
𝐴. Dengan menyelesaikan persamaan ini maka diperoleh 𝑛 buah akar untuk 𝛼 dan akar-akar 
tersebut dinamakan akar karakteristik atau nilai eigen dari matriks fuzzy 𝐴. Untuk setiap nilai 
𝛼 yang berkorespondensi maka persamaan 𝛼𝑋 = 𝐴𝑋 memiliki solusi vektor tak nol 𝑋. Misalkan 
𝑋! adalah vektor tak nol yang memenuhi persamaan 𝛼𝑋 = 𝐴𝑋, maka pada saat 𝛼 = 𝛼! maka 𝑋! 
dikatakan sebagai vektor eigen matriks fuzzy 𝐴 yang berkorespondensi dengan 𝛼!. Hasil 
penguraian dari |𝐴 − 𝛼𝐼| akan menghasilkan suatu polinomial yang dinamakan polinomial 
karakteristik matriks fuzzy 𝐴.  
 
Pada pembahasan ini hanya akan disajikan untuk matriks fuzzy permutasi berordo 2×2 dan 

3×3. Misalkan diketahui matriks fuzzy permutasi 𝐴 = 1 0
0 1  maka polinomial karakteristik 

dari matriks fuzzy 𝐴 diperoleh dari |𝐴 − 𝛼𝐼| yakni 
 

  1 0
0 1 − 𝛼 1 0

0 1   = 1 0
0 1 − 𝛼. 1 𝛼. 0

𝛼. 0 𝛼. 1  

= 1 0
0 1 −

min (𝛼, 1) min (𝛼, 0)
min (𝛼, 0) min (𝛼, 1)  

= 1 0
0 1 − 𝛼 0

0 𝛼  

= 1 − 𝛼 0 − 0
0 − 0 1 − 𝛼  

= 1 − 𝛼 0
0 1 − 𝛼  

= 1 − 𝛼 1 − 𝛼 − 0.0 
= 𝑚𝑖𝑛 1 − 𝛼 , 1 − 𝛼 −𝑚𝑖𝑛 0,0  
= 𝑚𝑖𝑛 1 − 𝛼 , 1 − 𝛼 − 0 

Nilai akar karakteristik dari matriks 𝐴 diperoleh dari persamaan yakni 
|𝐴 − 𝛼𝐼| = 0 

⇔ 𝑚𝑖𝑛 1 − 𝛼 , 1 − 𝛼 − 0 = 0 
⇔ 𝑚𝑖𝑛 1 − 𝛼 , 1 − 𝛼 = 0 
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Perhatikan bahwa 𝑚𝑖𝑛 1 − 𝛼 , 1 − 𝛼 = 1 − 𝛼  maka diperoleh hasil 1 − 𝛼 = 0.  Dari 
persamaan 1 − 𝛼 = 0 maka kemungkinan yang terjadi hanyalah 𝛼 ≥ 1, sehingga haruslah 
𝛼 = 1.  
Vektor fuzzy 𝑋 yang berkorespondensi dengan nilai eigen 𝛼 = 1 dan memenuhi persamaan 
𝐴 − 𝛼𝐼 𝑋 =  0 yakni 

  1 0
0 1 − 𝛼 1 0

0 1
𝑥!
𝑥! = 0

0  

⇔      1 0
0 1 − 𝛼. 1 𝛼. 0

𝛼. 0 𝛼. 1
𝑥!
𝑥! = 0

0  

⇔     1 0
0 1 −

𝑚𝑖𝑛 (𝛼, 1) 𝑚𝑖𝑛 (𝛼, 0)
𝑚𝑖𝑛 (𝛼, 0) 𝑚𝑖𝑛 (𝛼, 1)

𝑥!
𝑥! = 0

0  

⇔       1 − 𝛼 0 − 0
0 − 0 1 − 𝛼

𝑥!
𝑥! = 0

0  

⇔       1 − 𝛼 0
0 1 − 𝛼

𝑥!
𝑥! = 0

0  

⇔       1 − 1 0
0 1 − 1

𝑥!
𝑥! = 0

0  

⇔       0 0
0 0

𝑥!
𝑥! = 0

0  

⇔          0. 𝑥! + 0 . 𝑥! = 0 
⇔          𝑚𝑖𝑛 (0, 𝑥!) +𝑚𝑖𝑛 (0 , 𝑥!) = 0 
⇔          𝑚𝑎𝑘𝑠(𝑚𝑖𝑛 0, 𝑥! ,𝑚𝑖𝑛 0 , 𝑥! ) = 0 
 
Nilai 𝑥! dan 𝑥! yang memenuhi adalah sembarang nilai pada interval [0,1]. Misal 𝑥! = 𝑠 dan 

𝑥! = 𝑡  untuk sembarang 𝑠, 𝑡 ∈ [0,1] maka diperoleh vektor 𝑋 = 𝑠
𝑡 = 𝑠 1

0 + 𝑡 0
1 .  

Dengan cara yang analog, untuk matriks fuzzy permutasi 𝐴 = 0 1
1 0  maka polinomial 

karakteristik dari matriks fuzzy 𝐴 diperoleh dari |𝐴 − 𝛼𝐼| yakni polinomial 0. Karena polinomial 
karakteristik dari matriks selalu menghasilkan 0 maka untuk mencari nilai akar karakteristik 
dari matriks 𝐴 yakni |𝐴 − 𝛼𝐼| = 0 langsung terpenuhi untuk setiap 𝛼 ∈ [0,1]. Dari sini diperoleh 
bahwa vektor fuzzy 𝑋 yang berkorespondensi dengan nilai eigen 𝛼 dan memenuhi persamaan 
𝐴 − 𝛼𝐼 𝑋 =  0 yakni 

0 1
1 0 − 𝛼 1 0

0 1
𝑥!
𝑥! = 0

0  ⇔ 𝑥! = 0 , 𝑥! = 0. 

Dengan demikian diperoleh vektor 𝑋 yang terkait dengan sembarang nilai 𝛼 ∈ [0,1] adalah 

vektor 𝑋 = 0
0 . Dalam hal tidak ada vektor tak nol 𝑋 yang memenuhi persamaan 𝐴 − 𝛼𝐼 𝑋 =  0, 

maka menyalahi pendefinisan vektor eigen sebagai vektor tak nol. 

Untuk matriks fuzzy permutasi 𝐴 =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 maka polinomial karakteristik dari matriks 

fuzzy 𝐴 diperoleh dari |𝐴 − 𝛼𝐼 | yakni 
 

  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

− 𝛼
1 0 0
0 1 0
0 0 1

=
1 0 0
0 1 0
0 0 1

−
𝛼. 1 𝛼. 0 𝛼. 0
𝛼. 0 𝛼. 1 𝛼. 0
𝛼. 0 𝛼. 0 𝛼. 1

 

=
1 0 0
0 1 0
0 0 1

−
𝛼 0 0
0 𝛼 0
0 0 𝛼

 

=
1 − 𝛼 0 − 0 0 − 0
0 − 0 1 − 𝛼 0 − 0
0 − 0 0 − 0 1 − 𝛼

 

=
1 − 𝛼 0 0
0 1 − 𝛼 0
0 0 1 − 𝛼

 

= 1 − 𝛼 1 − 𝛼 1 − 𝛼 + 0.0.0 + 0.0.0 − 0 1 − 𝛼 0 − 0.0. 1 − 𝛼 − 0.0.0 
= 1 − 𝛼 + 0 + 0 − 0 − 0 − 0 = 1 − 𝛼  
 
Untuk mencari nilai akar karakteristik dari matriks 𝐴 dengan memanfaatkan persamaan 
|𝐴 − 𝛼𝐼| = 0 ⇔ 1 − 𝛼 = 0. Dari persamaan 1 − 𝛼 = 0 maka kemungkinan yang terjadi adalah 
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𝛼 ≥ 1, sehingga haruslah 𝛼 = 1. Vektor fuzzy 𝑋 yang berkorespondensi dengan nilai eigen 𝛼 = 1 
dan memenuhi persamaan 𝐴 − 𝛼𝐼 𝑋 =  0 yakni 
 

    
1 − 𝛼 0 0
0 1 − 𝛼 0
0 0 1 − 𝛼

𝑥!
𝑥!
𝑥!

=
0
0
0

 

⇔
1 − 1 0 0
0 1 − 1 0
0 0 1 − 1

𝑥!
𝑥!
𝑥!

=
0
0
0

 

⇔
0 0 0
0 0 0
0 0 0

𝑥!
𝑥!
𝑥!

=
0
0
0

 

⇔ 0. 𝑥! + 0. 𝑥! + 0. 𝑥! = 0 
⇔          𝑚𝑖𝑛 (0, 𝑥!) +𝑚𝑖𝑛 (0, 𝑥!) +𝑚𝑖𝑛 (0, 𝑥!) = 0 
⇔          𝑚𝑎𝑘𝑠(𝑚𝑖𝑛 0, 𝑥! ,𝑚𝑖𝑛 0, 𝑥! ,𝑚𝑖𝑛 (0, 𝑥!)) = 0 
 
Nilai 𝑥!, 𝑥! dan 𝑥! yang memenuhi adalah sembarang nilai pada interval [0,1]. Misalkan 𝑥! = 𝑠, 
𝑥! = 𝑡 dan 𝑥! = 𝑢 untuk sembarang 𝑠, 𝑡, 𝑢 ∈ [0,1] maka diperoleh vektor  

𝑋 =
𝑠
𝑡
𝑢

= 𝑠
1
0
0

+ 𝑡
0
1
0

+ 𝑢
0
0
1

. 

Dengan cara yang serupa, untuk matriks fuzzy permutasi 𝐴 =
0 1 0
1 0 0
0 0 1

 maka polinomial 

karakteristik dari matriks fuzzy 𝐴 diperoleh dari |𝐴 − 𝛼𝐼| yakni polinomial 0 dan nilai akar 
karakteristik dari matriks 𝐴 yakni |𝐴 − 𝛼𝐼| = 0 akan langsung terpenuhi untuk setiap 𝛼 ∈ [0,1]. 
Vektor fuzzy 𝑋 yang berkorespondensi dengan sembarang nilai eigen 𝛼 dan memenuhi 

persamaan 𝐴 − 𝛼𝐼 𝑋 =  0 yakni 
0 1 0
1 0 0
0 0 1 − 𝛼

𝑥!
𝑥!
𝑥!

=
0
0
0

 jika hanya jika 𝑥! = 0, 𝑥! = 0 dan 

(1 − 𝛼). 𝑥! = 0. Untuk 𝛼 = 1 hasil dari (1 − 𝛼). 𝑥! = 0 adalah 𝑥! = 𝑠 untuk sembarang 𝑠 ∈ [0,1] 

dan diperoleh vektor 𝑋 =
0
0
𝑠

= 𝑠
0
0
1

. Selain itu, untuk 𝛼 ∈ [0,1) hasil dari (1 − 𝛼). 𝑥! = 0 

adalah 𝑥! = 0 sehingga diperoleh vektor 𝑋 =
0
0
0

. Dengan demikian tidak ada vektor tak nol 𝑋 

yang memenuhi persamaan 𝐴 − 𝛼𝐼 𝑋 =  0, dan hal ini menyalahi pendefinisan vektor eigen 
sebagai vektor tak nol. 

 

Untuk matriks fuzzy permutasi 𝐴 =
0 1 0
0 0 1
1 0 0

 maka polinomial karakteristik dari matriks 

fuzzy 𝐴 diperoleh dari |𝐴 − 𝛼𝐼| yakni polinomial 1. Karena hasil dari 𝐴 − 𝛼𝐼 = 1 maka tidak 
pernah terdapat nilai 𝛼 yang memenuhi persamaan |𝐴 − 𝛼𝐼| = 0 sehingga tidak ada nilai 𝛼 yang 
memenuhi persamaan karakteristik dari matriks 𝐴. Untuk matriks fuzzy permutasi 𝐴 =
1 0 0
0 0 1
0 1 0

 maka polinomial karakteristik dari matriks fuzzy 𝐴 diperoleh dari |𝐴 − 𝛼𝐼| yakni 

polinomial 0 dan nilai akar karakteristik dari matriks 𝐴 diperoleh dari persamaan |𝐴 − 𝛼𝐼| = 0 
yakni setiap nilai 𝛼 ∈ [0,1]. Vektor fuzzy 𝑋 yang berkorespondensi dengan sembarang nilai eigen 

𝛼 dan memenuhi persamaan 𝐴 − 𝛼𝐼 𝑋 = 0 yakni 
1 − 𝛼 0 0
0 0 1
0 1 0

𝑥!
𝑥!
𝑥!

=
0
0
0

 dan diperoleh 

(1 − 𝛼). 𝑥! = 0, 𝑥! = 0 dan 𝑥! = 0. Untuk 𝛼 = 1 hasil dari (1 − 𝛼). 𝑥! = 0 adalah 𝑥! = 𝑠 untuk 

sembarang 𝑠 ∈ [0,1] sehingga diperoleh vektor 𝑋 =
𝑠
0
0

= 𝑠
1
0
0

. Selanjutnya untuk 𝛼 ∈ [0,1) 

hasil dari (1 − 𝛼). 𝑥! = 0 adalah 𝑥! = 0 sehingga diperoleh vektor 𝑋 =
0
0
0

. Jadi tidak ada vektor 

tak nol 𝑋 yang memenuhi persamaan 𝐴 − 𝛼𝐼 𝑋 =  0 dan hal ini menyalahi pendefinisan vektor 
eigen sebagai vektor tak nol. 
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Untuk matriks fuzzy permutasi 𝐴 =
0 0 1
1 0 0
0 1 0

 maka polinomial karakteristik dari matriks 

fuzzy 𝐴 diperoleh dari |𝐴 − 𝛼𝐼| dan menghasilkan polinomial 1. Karena hasil dari 𝐴 − 𝛼𝐼  selalu 
1, maka selalu tidak pernah terdapat nilai 𝛼 yang memenuhi persamaan |𝐴 − 𝛼𝐼| = 0. Dengan 
demikian nilai akar karakteristik dari matriks 𝐴 tidak ada.  
 

Untuk matriks fuzzy permutasi 𝐴 =
0 0 1
0 1 0
1 0 0

 maka polinomial karakteristik dari matriks 

fuzzy 𝐴 diperoleh dari |𝐴 − 𝛼𝐼| yakni polinomial 0. Selanjutnya untuk mencari nilai akar 
karakteristik matriks 𝐴 diperoleh dari persamaan |𝐴 − 𝛼𝐼| = 0 dan akan terpenuhi untuk setiap 
𝛼 ∈ [0,1]. Vektor fuzzy 𝑋 yang berkorespondensi dengan sembarang nilai eigen 𝛼 dan memenuhi 

𝐴 − 𝛼𝐼 𝑋 = 0 jika dan hanya jika 
0 0 1
0 1 − 𝛼 0
1 0 0

𝑥!
𝑥!
𝑥!

=
0
0
0

 sehingga diperoleh 𝑥! = 0, 

(1 − 𝛼). 𝑥! = 0 dan 𝑥! = 0. Untuk 𝛼 = 1 hasil dari (1 − 𝛼). 𝑥! = 0 adalah 𝑥! = 𝑠 untuk sembarang 

𝑠 ∈ [0,1] dan dengan demikian diperoleh vektor 𝑋 =
0
𝑠
0

= 𝑠
0
1
0

. Untuk 𝛼 ∈ [0,1) hasil dari 

(1 − 𝛼). 𝑥! = 0 adalah 𝑥! = 0 , kemudian diperoleh vektor 𝑋 =
0
0
0

. Hal ini menyalahi 

pendefinisan vektor eigen sebagai vektor tak nol. 
 

5. Simpulan 
 
 Nilai eigen pada suatu matriks fuzzy permutasi dapat ditentukan dengan mengadopsi gagasan 
pada Joe Anand dan Edal Anand (2015) dan memodifikasi operasi pengurangan seperti pada 
Sidky dan Emam (1992). Pada matriks fuzzy permutasi berordo 2×2 dan 3×3 diperoleh 
kemungkinan nilai eigen adalah 1 atau sembarang nilai pada interval [0,1]. Untuk matriks 
yang nilai eigennya adalah sembarang nilai pada interval [0,1], maka vektor yang 
berkorespondensi dengan nilai pada interval [0,1) hanyalah berupa vektor nol sehingga 
menyalahi pendefinisian vektor eigen sebagai vektor tak nol. 
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