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Abstrak

Pullback dari dua morfisma dengan kodomain yang sama f: A — C dan g: B — C
merupakan limit dari suatu diagram yang memuat f dan g. Dual dari pullback
disebut pushout. Pullback dari morfisma f: A — C dan g: B — C di R-MOD
merupakan suatu diagram yang memuat Ker(p*) = {(a,b) € A@B | f(a) =
g(b)} € AP B dengan p* = fm — grma: A@ B — C, sedangkan pushout dari
morfisma k: A — B dan l: A — C di R-MOD merupakan diagram yang memuat
Coke(q*) = B® C/Im(q*) dengan ¢* = e1k 4+ e2l: A — B @ C. Di dalam tulisan
ini diselidiki eksistensi pullback dan pushout di TopR-MOD yang merupakan sub-
kategori dari R-MOD dengan melekatkan topologi produk 7,,,q pada pullback dan
topologi koproduk Tcoproq Pada pushout. Selanjutnya, Pullback dari homomorfisma
kontinu f: A — C dan g: B — C di TopR-MOD merupakan diagram yang memuat
AxcB ={(a,b) € AxB| f(a) = g(b)} C Ax B dengan topologi ruang bagian dari
Tprod Pada A X B, sedangkan pushout dari homomorfisma kontinu k: A — B dan
l: A — C di TopR-MOD merupakan diagram yang memuat B, C = (BHC)/ ~
dengan ~ merupakan relasi ekuivalensi terkecil yang memuat pasangan (k(a),l(a))

untuk setiap a € A dan topologi koproduk 7coproq pada BE@ C.
Kata kunci: Modul Topologis, Pullback, Pushout
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Abstract

A pullback of two morphisms with a common codomain f: A — C
and g: B — C is the limit of a diagram consisting f and g. The
dual notion of a pullback is called a pushout. A Pullback of mor-
phisms f: A — C and g: B — C in R-MOD is a diagram that con-
tains Ker(p*) = {(a,b) € A@ B | f(a) = g(b)} € A@ B where
p* = fm1 —gme: A@ B — C, and a pushout of morphisms k: A — B
and I: A — C in R-MOD is a diagram that contains Coke(q*) =
BaC/Im(q*) where ¢* = e1k+eal: A — B®C. In this paper, we inves-
tigate existence of pullback and pushout in TopR-MOD as a subcategory
of R-MOD by giving product topology Tproa on pullback and coproduct
topology Teoprod oM pushout. Furthermore, a pullback of two continuous
homomorphisms f: A — C and g: B — C in TopR-MOD is a diagram
that contains A x¢ B = {(a,b) € Ax B| f(a) = g(b)} C A x B with
the subspace topology of Tproqa 0n A X B, and the pushout of two con-
tinuous homomorphisms k: A — B and l: A — C in TopR-MOD is a
diagram that contains B, C = (B@ C)/ ~ where ~ is the smallest
equivalence relation containing the pairs (k(a),l(a)) for all a € A and
topology on BE@ C' is coproduct topology Teoprod-

Keywords: Topological Modules, Pullback, Pushout

1. PENDAHULUAN

Suatu kategori terdiri dari data berikut: (1) kelas |C| dari objek-objek A, B, C, ---, (2)
untuk setiap pasangan terurut (A, B) objek-objek di C (mungkin kosong), himpunan [4, B]¢
disebut himpunan morfisma-morfisma dari A ke B, (3) untuk setiap triple terurut (A, B, C)
dari objek-objek di C pemetaan: [B,C]|¢ x [4,Blc — [A,C]c disebut morfisma komposisi.
Jika g € [B,Cle, f € [A, B]c, maka bayangan (f,g) ditulis sebagai ¢gf. Data-data tersebut
memenuhi aksioma: (i) Himpunan [A, B]¢ terdiri dari pasangan-pasangan yang saling asing,
(ii) Komposisi morfisma bersifat asosiatif, yaitu jika hg dan gf adalah komposisi morfisma,
maka (hg)f = h(gf), (iii) Untuk setiap objek B terdapat morfisma identitas 15 € [B, B¢
sehingga 15 f = f dan gl = g. Kategori R-MOD adalah kategori dengan objek berupa semua
R-modul kiri dengan morfisma merupakan homomorfisma modul. Sedangkan kategori TopR-
MOD adalah kategori dengan objek himpunan semua R-modul kiri yang dilengkapi dengan
topologi dan morfisma merupakan homomorfisma kontinu. Kategori TopR-MOD merupakan
subkategori dari R-MOD.

Pullback dari homomorfisma modul f;: M; — M dan fy: My — M merupakan diagram:

Ker(p*) —2 M,

wil lh

M, —

Gambar 1. Pullback (f1, f2)

dimana Ker(p*) = {(mi,m2) € Mi@ Mz | fi(m1) = fa(me)} C M; € My dengan p* =
fim — fome: My € My — M, sedangkan pushout dari homomorfisma modul ¢;: N — N; dan
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g2: N — Ny di dalam kategori R-MOD merupakan diagram:

N —%2 N,

| =

Ny — Coke(q*)

Gambar 2. Pushout (g1, g2)

dimana Coke(q*) = N1 ® No/Im(q*) dengan ¢* = €191 + €2g2: N — Ny @ Ny. Pullback
dan pushout di dalam kategori R-MOD banyak digunakan dalam pembuktian sifat-sifat yang
dilengkapi dengan barisan eksak pendek. Misalnya, di dalam pengkajian karakteristik modul
injektif, pushout digunakan dalam pembuktian modul injektif sebagai penjumlah langsung bagi
setiap modul yang memuatnya.

Penggabungan suatu struktur aljabar dengan topologi dikenal sebagai aljabar topologis.
Aljabar topologis merupakan struktur aljabar sekaligus ruang topologis dengan operasi yang
terlibat merupakan fungsi kontinu. Grup topologis pertama kali dikenalkan oleh Sophus Lie
yang membuktikan bahwa grup topologis sebagai transformasi dari manifol ke dirinya sendiri,
yang kemudian dikenal sebagai grup Lie. Kajian pada grup topologis kemudian berkembang
pada struktur lain di dalam aljabar termasuk struktur ring, ruang vektor, maupun modul. Di
dalam pengkajian lebih lanjut pada modul topologis, diperlukan struktur pullback dan pushout
di kategori TopR-MOD dalam pembuktian sifat modul topologis yang melibatkan barisan eksak
pendek. Eksistensi pullback dan pushout di dalam kategori R-MOD telah dikaji oleh Wisbauer
[11], tetapi belum terdapat pengkajian eksistensi pullback dan pushout di dalam kategori TopR-
MOD. Selanjutnya, di dalam tulisan ini akan dikaji pullback dan pushout di dalam kategori
TopR-MOD.

2. LANDASAN TEORI

Untuk membangun pullback dan pushout pada kategori TopR-MOD diperlukan beberapa
teori pendukung sebagai berikut.

2.1. Topologi.

Definisi 2.1. ([8]) Suatu topologi pada himpunan X merupakan koleksi subset X, dinotasikan
T, yang memenuhi:

(1) O dan X termuat dalam T.
(2) Gabungan subset-subset X di T juga termuat dalam 7.
(3) Irisan sebanyak berhingga subset-subset X di T juga termuat dalam .

Elemen pada 7 disebut himpunan terbuka dan sistem (X,7) disebut ruang topologis.
Koleksi semua himpunan bagian X merupakan topologi pada X yang disebut dengan topologi
diskrit, sedangkan topologi yang hanya memuat X dan () disebut topologi indiskrit. Misalkan
diberikan (X, 7x), (Y, 7y) merupakan ruang-ruang topologis. Fungsi f: X — Y dikatakan
kontinu jika untuk setiap himpunan terbuka V subset Y, berlaku f~*(V') merupakan himpunan
terbuka di X. Misalkan X suatu struktur aljabar dan pada X dilekatkan suatu topologi 7. Jika
operasi pada X merupakan fungsi kontinu terhadap topologi 7, maka (X, 7) disebut aljabar
topologis.

2.2. Topologi Produk. Diberikan koleksi R-modul {M;}ic;. Pasangan ([];c; M, {mi}ier)
merupakan produk dari {M;};e; di kategori R-MOD, dimana [[,o; M; = {(m)ier | m; € M;}
dan proyeksi kanonik m;: [[;c; M; — M;, mi((mi)ier) = m;. Selanjutnya, misalkan { X, }aes
koleksi ruang topologis. Fungsi mg: [],c; Xo — X4 yang didefinisikan sebagai m5((2a)acs) =
x disebut sebagai fungsi proyeksi yang bersesuaian dengan index §. Misalkan S = |J ge 7S3
dengan Sg = {ng(U/g)\Uﬁ himpunan terbuka di Xg}. Topologi untuk produk [],.; X dari
{Xa}aes merupakan topologi yang dibangun oleh subbasis S yang disebut topologi produk
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dan dinotasikan dengan 7,,.q4. Selanjutnya, jika {(Ux, 7»)} adalah koleksi R-modul topologis,
maka produk ([, Ux, Tproa) dari {(Ux, 7x)}r membentuk struktur R-modul topologis seperti
dinyatakan dalam proposisi berikut.

Proposisi 2.2. ([5]) Produk [], Uy dari koleksi R-modul topologis {(Ux, ™)} dengan topologi
produk Tproq merupakan R-modul topologis.

Selanjutnya, untuk menentukan produk dari koleksi R-modul topologis {(M;,7;)}ier
diperlukan proposisi-proposisi berikut.

Proposisi 2.3. ([8]) Diberikan koleksi ruang topologis {(M;,7;)}ier dan (H,Tm) merupakan
ruang topologis. Jika fungsi f: H — [[,c; M; yang didefinisikan sebagai f(a) = (fi(a))ier,
dengan fi: H — M; untuk setiap i € I dan [[,c; M; produk pada {M;}ic; dengan topologi
produk Tproq, maka fungsi f merupakan fungsi kontinu jika dan hanya jika f; merupakan fungsi
kontinu untuk setiap i € I.

H— [Lies Mi
M;
Gambar 8. Produk R-modul topologis {(M;, ;) }icr

Proposisi 2.4. ([8]) Diberikan (I],c; M;, 1) modul topologis sedemikian hingga m; merupakan
fungsi kontinu untuk setiap i € I. Jika untuk setiap R-modul topologis (H,T) dan untuk
setiap koleksi homomorfisma modul kontinu {f;: H — M;};cr menyebabkan f: H — [[..; My,
a v (fi(a))ier merupakan fungsi kontinu, maka T4 = Tprod.

el

Produk di dalam kategori TopR-MOD merupakan pasangan ([[;c; Mi, Tprod, {7 }icr)
seperti diberikan pada proposisi berikut.

Proposisi 2.5. ([11]) Diberikan {(M;, ;) }icr koleksi R-modul topologis dan (H,T) merupakan
R-modul topologis. Jika untuk setiap koleksi homomorfisma kontinu {f;: H — M;}icr ada
dengan tunggal f: H — [[;c; M; sedemikian hingga f; = mif untuk setiap i € I, maka
(ILie; Mi, Tproa; {mi}ier) merupakan produk pada kategori TopR-MOD.

2.3. Topologi Koproduk. Jika {M;};c; merupakan koleksi R-modul, maka (€D, ; M;, {€i}ier)
merupakan koproduk dari {M;};cr, dengan ;. M; = {(mi)icr | m; € M; dengan m; #
0 untuk sebanyak berhingga i} dan e;: M; — €D,c; M; merupakan injeksi kanonik dengan
ei(m;) = (nj)jer, dan n; = m; untuk ¢ = j, serta n; = 0 untuk ¢ # j, seperti dinyatakan
pada proposisi berikut.

Proposisi 2.6. ([5]) Diberikan {Mx}ren merupakan koleksi R-modul dan H merupakan R-
modul. Jika untuk setiap koleksi homomorfisma modul {fx: My — H}xcn, terdapat dengan
tunggal homomorfisma f: @y ., Mx — H sedemikian hingga fn = fex untuk setiap A € A,
maka (Dycp Mx, {extren) merupakan koproduk di R-MOD.

Untuk mendefinisikan topologi koproduk dari koleksi R-modul topologis {(M;, 7;)}icr
diperlukan beberapa teorema dan proposisi berikut.
Teorema 2.7. ([5]) Himpunan semua topologi pada himpunan M membentuk latice lengkap

terhadap relasi inklusi C.

Diberikan {(M;, 7;)}icr adalah koleksi R-modul topologis dan M = P, ; M; koproduk
{(M;,7:)}ier. Misalkan T = {7;} koleksi semua topologi pada M. Paling tidak terdapat
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topologi diskrit dan topologi indiskrit sebagai topologi untuk M. Selain itu, topologi ruang
bagian terhadap topologi produk dari {(M;,7;)}icr juga merupakan topologi untuk M sebab
koproduk €, ; M; merupakan submodul dari produk [, ; M;.

Misalkan 7 adalah suprimum dari semua topologi yang mengakibatkan M menjadi R-
modul topologis, yaitu 7 topologi yang dibangun oleh subbasis |J;.; 7;- Akan ditunjukkan
(M, 7) merupakan modul topologis, yaitu dengan menunjukkan operasi-operasi pada M:

w: M x M — M, (x,y) = ax+y
v:M— M, T —x
n: Rx M — M, (r,z) — re

merupakan fungsi-fungsi kontinu. Misalkan S subbasis yang membangun topologi 7 dan V' € S.
Karena § = U7§ caTi, maka V€ T; untuk suatu ¢ € I. Karena u fungsi kontinu terhadap
topologi T;, maka £~ (V') merupakan himpunan terbuka di (M, 7;) x (M, T;). Mengingat 7; C T,
maka p~1(V) juga himpunan terbuka terhadap topologi produk di (M,7) x (M, 7). Dengan
demikian, g merupakan fungsi kontinu terhadap topologi 7. Dengan cara yang sama, dapat
ditunjukkan kekontinuan fungsi-fungsi v dan 7. Lebih lanjut, 7 dinotasikan sebagai Toprod
sebagai topologi untuk @, ; M; seperti dinyatakan dalam definisi berikut.

Definisi 2.8. ([5]) Topologi koproduk, dinotasikan dengan Teoprod, adalah suprimum dari semua
topologi pada R-modul @, Mx sedemikian hingga untuk setiap i € I berlaku ; merupakan
fungsi kontinu.

Selanjutnya, akan ditunjukkan (¢, M, Teoproa) merupakan koproduk di kategori TopR-
MOD. Sebelumnya diperlukan beberapa proposisi berikut.

Proposisi 2.9. ([5]) Diberikan {(Mx,Tx)}ren koleksi R-modul topologis dan modul topologis
(H,7). Untuk setiap koleksi homomorfisma kontinu {fx: Mx — (H,T)}xen, homomorfisma
kontinu f: (Dxcpn Mx, Teoproa) — (H,T) dengan f = 3\, famx, merupakan homomorfisma
kontinu jika dan hanya jika setiap fn homomorfisma kontinu untuk setiap .

Proposisi 2.10. ([5]) Diberikan (P, Mx, 1) merupakan modul topologis sedemikian hingga
ex merupakan fungsi kontinu. Jika untuk setiap modul topologis (H,T) dan untuk setiap koleksi
homomorfisma kontinu {fx: (Mx,7x) = (H,T)}xen mengakibatkan f: (B, Mx, Teoprod) —
(H,T) kontinu, f =73, famx, maka T = Teoprod-

Akibat dari Proposisi 2.9 dan Proposisi 2.10, diperoleh koproduk di dalam kategori TopR-
MOD sebagai berikut.

Akibat 2.11. ([5]) Diberikan {Mx}ren koleksi R-modul topologis dan H merupakan R-modul
topologis. Jika untuk setiap koleksi homomorfisma kontinu { fx: My — H}xecn, terdapat dengan
tunggal homomorfisma kontinu f: @y, Mx — H sedemikian hingga f\ = fex untuk setiap

A€ A, maka (Dycn Mx, Teoproa) merupakan koproduk dari {(Mx,7x)} pada kategori TopR-
MOD.

2.4. Pullback dan Pushout dalam Teori Kategori. Berikut diberikan definisi equalizer,
coequalizer, pullback, dan pushout di dalam Teori Kategori yang digunakan dalam pengkajian
pullback dan pushout di dalam kategori TopR-MOD.

Definisi 2.12. ([2]) Diberikan dua morfisma f,g: A — B di dalam kategori C. Equalizer
dari f dan g adalah pasangan (K,i) dengan K suatu objek di C dan i: K — A morfisma
sedemikian hingga fi = gi, dan untuk setiap pasang (M,m) dengan M adalah objek di C
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dan m: M — A morfisma di C sedemikian hingga fm = gm, maka terdapat dengan tunggal
morfisma n: M — K sehingga m = in.

M

n m
< f

; —
K%ATB

Gambar 4. Equalizer (f,g)

Definisi 2.13. ([2]) Diberikan dua morfisma f,g: A — B di dalam kategori C. Coequalizer
dari f dan g adalah pasangan (C,q) dengan C suatu objek di C dan q: B — C morfisma
sedemikian hingga qf = qg, dan untuk setiap pasang (Y,y) dimana Y adalah objek di C dan
y: B =Y morfisma di C sedemikian hingga yf = yg, maka terdapat dengan tunggal morfisma
w: C =Y sehingga y = wq.

Gambar 5. Coequalizer (f,g)

Definisi 2.14. ([2]) Diberikan: X — Z dan ¢: Y — Z morfisma-morfisma di dalam kategori
C. Diagram komutatif:

U Px

X

Al

vy - 7
Gambar 6. Pullback (¢, )

disebut pullback untuk (¢, p) jika untuk setiap pasangan morfisma-morfisma ax:V — X dan
ay:V =Y dimana vax = pay, terdapat dengan tunggal morfisma a: V. — U sedemikian
hingga ax = pxa dan ay = pya.

— X

|

y ¥4 7

Gambar 7. Diagram komutatif pada pullback (¢, @)

Definisi 2.15. ([2]) Diberikanv: X =Y dan ¢: X — Z morfisma-morfisma di dalam kategori
C. Diagram komutatif:

N

b

A}
«—

Y
!
L> 17,74

Gambar 8. Pushout untuk (1, )

N

disebut pushout untuk (¢, p) jika untuk setiap pasangan morfisma-morfisma By : Y — U dan
Bz: Z — U dimana By = Bz, terdapat dengan tunggal morfisma : W — U sedemikian
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hingga By = Bry dan Bz = Biz.

Gambar 9. Diagram komutatif pada pushout (¢, @)

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Penentuan pullback dan pushout di TopR-MOD memanfaatkan eksistensi pullback dan
pushout di R-MOD dengan mencari topologi yang bersesuaian pada struktur yang terlibat
di dalam pullback dan pushout. Eksistensi pullback di TopR-MOD dari dua homomorfisma
kontinu ¢: X — Z dan ¢: Y — Z memanfaatkan topologi ruang bagian untuk X xz Y dari
produk X xY dengan topologi produk 7,,04. Pasangan (X x Y, ) dengan inklusii: X xzY —
X x Y, merupakan equalizer dari (p*,0), dengan p* = ¢m; — ¢ma: X x Y — Z dan proyeksi
m: X XY = X, m: X XY — Y, yang menjamin ketunggalan homomorfisma kontinu pada
definisi pullback.

Selanjutnya, eksistensi pushout di TopR-MOD dari dua homomorfisma kontinu ¢: X —
Y dan ¢: X — Z memanfaatkan ruang faktor Y @, Z = (Y @ Z)/ ~ dengan ~ merupakan
relasi ekuivalensi yang dibangun oleh (¢(x), ¢(x)) untuk setiap € X, dan Teoproqd topologi
koproduk untuk Y @ Z. Pasangan (Y @y Z,q) dengan ¢q: Y@ Z — Y Py Z, merupakan
coequalizer dari (¢*,0) dengan ¢* = ey + ezp: X — Y@ Z dan homomorfisma injeksi
ey: Y 2 Y@PZ, ez Z - YEPZ, yang menjamin ketunggalan homomorfisma kontinu pada
definisi pushout. Dengan memanfaatkan pullback dan pushout di R-MOD, topologi produk,
dan topologi koproduk, dapat dibangun pullback dan pushout di TopR-MOD.

3.1. Pullback di Kategori Modul Topologis. Eksistensi pullback di dalam kategori TopR-
MOD disajikan dalam proposisi berikut.

Proposisi 3.1. Diberikan modul topologis (X,7x), (Y,7y), dan (Z,7z). Jika untuk setiap
pasangan homomorfisma kontinu (1, ), dengan ¥: X — Z dan ¢: Y — Z, maka terdapat
dengan tunggal pullback untuk (1, p):

XxzV 25 X
pYJ{ J{d’
Yy —2— 7
Gambar 10. Pullback di kategori TopR-MOD
dengan X xz Y = {(z,y) € X x ¥ | $(z) = p(y)}.
BukTi. Diberikan homomorfisma kontinu ¢: X — Z dan ¢: Y — Z. Dibentuk p* = ¢m —
pme: X XY — Z dengan proyeksi m1: X XY — X, me: X XY — Y. Pada X x Y dikenakan

topologi Tpr0q. Didefinisikan X xz Y dengan topologi pada X Xz Y adalah topologi relatif
terhadap Tprod:

X xzY = {(e,y) € X x Y | 9(x) = p(y)} C X x Y
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Misalkan terdapat (V,ax,ay) dengan ax: V — X dan ay: V — Y yang memenuhi $ax =
Yoy .

X xz YV X5 X
¥
y — 7
Gambar 11. Diagram komutatif pullback di kategori TopR-MOD
Didefinisikan:

a*: V- XxY

dengan o*(v) = (ax(v),ay(v)). Jika A x B himpunan terbuka di X x Y, diperoleh a*~1(A x
B) = a;(l(B )N oz;,l(B ) merupakan himpunan terbuka di V. Sehingga diperoleh a* merupakan
homomorfisma kontinu. Selanjutnya,

pra’ = (Ym — pm)a’ = Yma’ — pma’ =Yax — pay =0

Karena p*a* = 0 dan p*i = 0, maka (X Xz Y, i) merupakan equalizer dari (p*,0). Akibatnya,
terdapat dengan tunggal a: V' — X Xz Y sedemikian hingga o* = ia.

Vv

«

*

[e3

v

Xx,Y —s Xxy 25 7

Gambar 12. Equalizer dari (p*,0)

Karena ¢ dan o merupakan homomorfisma kontinu, maka o* juga merupakan homomorfisma
kontinu. Tinggal ditunjukkan ax = pxa dan ay = py«. Perhatikan bahwa: ax = ma* =
m(ia) = (mi)a = pxa dan ay = ma* = ma(ia) = (mei)a = pya, sehingga diperoleh
ax = pxa dan ay = pya. Dengan demikian, diagram

Xx,V 2y X

”l Jw

y —*% 7

Gambar 13. Pullback (¢, )

merupakan pullback dari ¢: X — Z dan ¢: Y — Z dimana X xz Y = {(z,y) € X xY |
¥(z) = p(y)} dengan topologi pada X xz Y adalah topologi relatif terhadap 7,04-

3.2. Pushout di Kategori Modul Topologis. Eksistensi pushout di dalam kategori TopR-
MOD disajikan dalam proposisi berikut

Proposisi 3.2. Diberikan modul topologis (X,7x), (Y,7v), dan (Z,7z). Jika untuk setiap
pasangan homomorfisma kontinu (¢, ) dengan v: X — Y dan ¢: X — Z, maka terdapat
dengan tunggal pushout untuk (¢, p):

x—Y .y

| |
725 Y@ Z
Gambar 14. Pushout di kategori TopR-MOD

dimana Y @ Z = (Y @ Z)/ ~ dengan ~ relasi ekuivalensi yang dibangun oleh (Y (x), o(z))
untuk setiap x € X dan topologi pada Y @  Z adalah Teoprod-
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BukTi. Diberikan homomorfisma kontinu #: X — Y dan ¢: X — Z. Dibentuk ¢* = ey +
ezp: X — Y Z dengan homomorfisma injeksi ey: Y — Y P Z danez: Z7 - Y P Z.

Didefinisikan
YP7= P2~
X

dimana ~ relasi ekuivalensi yang dibangun oleh (¢ (z), ¢(z)) untuk setiap € X dan topologi
faktor pada (Y @ Z)/ ~. Misalkan terdapat (U, By, Bz) dengan By : Y — U dan Bz: Z - U
yang memenuhi Sy = Bzp.

v

By

Y
5%

Y P Z

8
~
U

Bz
Gambar 15. Diagram komutatif pushout di kategori TopR-MOD
Didefinisikan:

N o e

B* = (Bzmz — Bymy): Y@Z—>U

Perhatikan bahwa: §*¢* = (Bz7z — By 7y )(ey+ezp) = Bzmzeyy+ Bzmzezp — Py myeyh —
Bymyezp = Bzp — Pyt = 0. Karena f*¢* = 0 dan q¢* = 0, maka (Y @y Z, q) merupakan
coequalizer dari (¢*,0). Akibatnya, terdapat dengan tunggal §: Y @ Z — U sedemikian
hingga 8* = Bq.

XL v@®z 1 vP, 2
B
N .
U
Gambar 16. Coequalizer dari (¢*,0)

Homomorfisma  merupakan fungsi kontinu memanfaatkan kekontinuan 8* dan ¢. Perhatikan

bahwa: By = B*ey = (Bq)ey = Blgey) = By dan Bz = B*ez = (Bg)ez = Blgez) = Biz.
Dengan demikian, diagram:

x—Y vy

o I
725 Y®yZ
Gambar 17. Pushout untuk (1, ¢)

merupakan pushout untuk ¢: X - Y dan ¢: X - Z dimanaY P Z = (Y P Z)/ ~ dengan
~ relasi ekuivalensi yang dibangun oleh (¢ (z), ¢(x)) untuk setiap € X dan topologi pada
Y @ Z adalah 7oprod-

4. SIMPULAN
Pullback di kategori TopR-MOD dari homomorfisma kontinu ¢p: X — Z dan ¢: Y — Z
adalah diagram:
XxzV 25 X

pyl LA

y —*% 7

Gambar 18. Pullback (¢, )
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dengan X xzY = {(x,y) € X xY | ¢¥(z) = ¢(y)} dan topologi ruang bagian untuk X x 7Y dari
Tprod Pada X x Y. Selanjutnya, pushout di kategori TopR-MOD dari homomorfisma kontinu
¥: X —-Y dan ¢: X — Z adalah diagram:

x —Y Ly

o I

725 Y®yZ

Gambar 19. Pushout (1, )

dengan Y@y Z = (Y @ Z)/ ~ dengan ~ relasi ekuivalensi yang dibangun oleh (¢(x), ¢(z))
untuk setiap z € X dan topologi pada Y @ Z adalah 7 oprod-

Pullback dan pushout di kategori TopR-MOD merupakan perumuman dari pullback dan
pushout di kategori R-MOD dengan melekatkan topologi diskrit pada setiap modul yang terlibat
di dalam pullback dan pushout. Lebih lanjut, penerapan pullback dan pushout di kategori TopR-
MOD pada pembuktian karakteristik modul injektif relatif topologis maupun modul proyektif
relatif topologis yang melibatkan barisan eksak pendek.
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