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Abstrak

Banyak masalah fenomena alam yang dapat dimodelkan dalam bentuk persamaan
diferensial. Sering kali untuk memahami fenomena tersebut diperlukan penyele-
salan dari persamaan diferensial tersebut. Metode Dekomposisi Adomian (MDA)
merupakan salah satu metode yang telah banyak digunakan dalam menyelesaikan
model matematika dalam bentuk persamaan diferensial, baik Persamaan Diferen-
sial Biasa (PDB) maupun Persamaan Diferensial Parsial (PDP). Metode ini dibagi
menjadi tiga langkah inti. Langkah pertama adalah menguraikan bagian F' dari
persamaan operator Fy(z) = g(z) menjadi L dan R, di mana L adalah opera-
tor linear yang memiliki invers dan R adalah operator linear lainnya. Langkah
kedua adalah mengoperasikan invers dari operator L dalam persamaan ini untuk
mendapatkan y(x) dan langkah ketiga mengasumsikan solusi yang diperoleh pada
langkah kedua berbentuk deret fungsi yang memberikan relasi rekursif dan kemu-
dian menyelesaikannya. Penelitian ini bertujuan menerapkan MDA pada masalah
nilai awal persamaan diferensial biasa linear orde ketiga dengan koefisien konstan
baik homogen maupun tak homogen. Berdasarkan perbandingan solusi eksak den-
gan solusi menggunakan MDA hingga suku keempat, hasilnya menunjukkan bahwa
solusi hampiran sesuai dengan solusi eksak.

Kata kunci: Metode Dekomposisi Adomian, Persamaan Diferensial Biasa, masalah
nilai awal.
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Abstract

Many natural phenomena problems can be modeled in the form of differ-
ential equations. Often to understand this phenomenon requires solving
the differential equation. The Adomian Decomposition Method (ADM)
is a method that has been widely used in solving mathematical models
in the form of differential equations, both Ordinary Differential Equa-
tions (ODE) and Partial Differential Equations (PDE). This method is
divided into three core steps. The first step is to decompose the Fpart
of the operator equation Fy(x) =g(x)into Land R, where Lis a linear
operator that has an inverse and Ris another linear operator. The sec-
ond step is to operate the inverse of the Loperator on this equation to
get y(z) and the third step assumes the solution obtained in the second
step is in the form of a function series that gives a recursive relation
and then solves it. This study will apply the ADM to the initial value
problem of a third-order linear ordinary differential equation with con-
stant coefficients, both homogeneous and inhomogeneous. Based on the
comparison of the exact solution with the solution using the ADM to the
fourth term, the results show that the approximate solution corresponds
to the exact solution.

Keywords: Adomian Decomposition Method, Ordinary Differential
Equations, the initial value problem.

1. PENDAHULUAN

Persamaan diferensial merupakan salah satu konsep matematika yang banyak digunakan
dalam pemodelan matematika suatu fenomena alam pada berbagai bidang ilmu seperti fisika,
teknik, biologi, kimia, ekonomi, dan lain-lain [1]. Beberapa penerapan persamaan diferensial,
khususnya persamaan diferensial biasa, dalam pemodelan matematika dapat dilihat pada [2],
[3], dan [4]. Terkait dengan sifat fisis, persamaan diferensial biasa umumnya dilengkapi dengan
nilai awal dan nilai batas. Persamaan diferensial biasa yang dilengkapi dengan nilai awal
disebut masalah nilai awal, sedangkan persamaan diferensial biasa dengan nilai batas disebut
masalah nilai batas. Berdasarkan kelinearannya persamaan diferensial biasa terbagi menjadi
dua bagian yaitu persamaan diferensial biasa linear dan persamaan diferensial biasa nonlinear
[5].

Terkait penyelesaian masalah nilai awal maupun masalah nilai batas, terkadang teknik-
teknik analitik tidak dapat digunakan untuk mendapatkan solusi eksaknya. Untuk itu, diper-
lukan metode numerik yang dapat digunakan untuk menyelesaikan masalah tersebut. Pen-
dekatan yang digunakan dalam metode numerik merupakan pendekatan analisis matematis.
Sehingga hasil yang diperoleh merupakan nilai hampiran yang akan mendekati nilai sebenarnya
[6].

Banyak metode yang telah dikembangkan untuk menyelesaikan masalah nilai awal pada
persamaan diferensial biasa, salah satunya adalah Metode Dekomposisi Adomian (MDA). Ma-
tode ini diperkenalkan dan dikembangkan pada tahun 1970-an hingga 1990-an oleh George
Adomian, ketua PT pusat Matematika terapan di Universitas Georgia. MDA adalah metode
semi-analitik untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa maupun persamaan diferensial
parsial [7] — [8].

Beberapa penelitian sebelumnya banyak dibahas mengenai aplikasi metode dekomposisi
adomian untuk masalah nilai awal. Misalnya Fadugba, et al. [7], yang telah mengilustrasikan
penyelesaian persamaan diferensial biasa odre dua menggunakan metode ini. Selanjutnya Mi-
rawati, et al. [8], telah memodifikasi metode ini pada operator linearnya untuk menyelesaikan
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masalah nilai awal persamaan diferensial biasa orde dua. Kemudian artikel yang disusun oleh
Anita [9], yang menggunakan metode ini untuk menyelesaikan persamaan parabolik. Selan-
jutnya pada artikel yang disusun oleh Maria [10] yang menggunakan metode tersebut untuk
menyelesaikan persamaan diferensial parsial nonlinear.

Oleh karena itu, pada penelitian kali ini akan dikaji penggunaan MDA pada kasus
Masalah Nilai Awal Persamaan Diferensial Orde Tiga. Mengingat luasnya persamaan diferen-
sial maka penulis akan membatasi untuk persamaan diferensial biasa linear dengan koefisien
konstan dalam kasus homogen dan nonhomogen.

Tujuan penelitian ini adalah mengkonstruksi dan mengaplikasikan MDA untuk menyele-
saikan masalah nilai awal persamaan diferensial biasa linear orde tiga yang berbentuk

dy d*y dy
s(2) 3 S+ )d 2 Ta(@) 2=+ (@)y=g(z)
dengan s (z),p (z), ¢ (x) danr(xz) berupa fungsi konstan dengan x sebagai variabel bebas

dan dilengkapi dengan nilai awal 3 (0) = o,y (0) = 8, (0) = p.
2. METODE PENELITIAN

Pada bagian ini akan disajikan secara singkat kontruksi solusi masalah nilai awal PDB
orde-3 menggunakan MDA. Penjelasan lebih lengkap mengenai metode ini dapat dilihat pada
[7]. Tinjau masalah nilai awal berupa PDB linear orde-3 dengan koefisien konstan dalam
bentuk umum:

agd —|—a2dwy+a1d —|—a0y—h() (1)
y(0)=a,y (0) =B,y (0) =
Dimana ag, as, a1, ap adalah konstanta dan h(z) fungsi kontinu pada suatu interval ICR
dan a3#0 untuk setiap x pada interval I. Berikut adalah langkah-langkah yang dilakukan
dalam mengkontruksi penyelesaian masalah nilai awal (1).
Langkah pertama: Ubah Persamaan (1) ke dalam bentuk standar

d3y d?y dy
= 2
3t d2+qd +ry = g(x) (2)
dengan p=g2,q=¢l,r =22, dang(x):%‘:).

Langkah kedua: Tinjau persamaan (2) dalam bentuk persamaan operator

Fy(z) = g(x) (3)
dimana F' merupakan operator diferensial biasa linear. Bagian linear dari F' di dekom-
posisikan menjadi L dan R dengan L = dd33 (.) merupakan operator linear yang mempunyai

invers L=! = [V [" [; () dtdtdt dan R merupakan operator linear lainnya yaitu p-y d >+ g+,
Dengan demikian persamaan (3) dapat ditulis menjadi

Ly (x) = g(z) — Ry (z) (4)
Langkah ketiga: Operasikan operator L~! di kedua ruas pada persamaan (4) sehingga diper-
oleh

L7 Ly (x) = L'g (2) — L' Ry (x) (5)

Langkah keempat: : Substitusikan syarat awal dan dengan menggunakan definisi L~! maka
persamaan (5) memberikan

L 4 L g (x) — L 'Ry (2) (6)
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Langkah kelima: : : Misalkan solusi y (z) berbentuk deret >~ v, sehingga persamaan (6)
menjadi

y" (0)
2

> =y (0)+12y (0)+ 2+ L7 g (z) = L'RY yn (7)
n=0 n=0

Proses penyelesaian dengan menyamakan indeks dari kedua ruas persamaan (7) memberikan
sistem persamaan rekursif sebagai berikut

"

vo =y (0)+ 2y (0)+ Fa? +L"g(x) (8)
Yn = =L Ryn 1 (9)

Berdasarkan solusi dari persamaan rekursif (8)-(9) maka hampiran solusi dari masalah nilai
awal (1) diberikan oleh

N
YN (@)= tn=vo+y1+v2+... +un (10)

n=0

dengan limy_,o0 YN = y(2).

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan disajikan dua contoh penerapan MDA pada kasus persamaan diferen-
sial biasa linear orde-3 homogen dan tak homogen. Untuk penyederhanaan, kasus yang akan
ditinjau adalah persamaan diferensial dengan koefisien konstan.

Contoh 1:
Tinjau masalah nilai awal

y//l + 3y// . 4y/ . 12y _ 0
y(0)=0y (0) =1y (0)=1
Solusi eksak dari masalah nilai awal (11) diberikan oleh

(1)

o 3 2x 1 —2x 1 —3z
y(x) = T0¢ 5¢ +5e (12)
Bila fungsi eksponen di dalam solusi eksak pada persamaan (12) dinyatakan dalam bentuk

deret Mac Laurin, maka solusi eksak dapat ditulis sebagai berikut:

3 4, 8, 16, 32 64

=2 (1424 o+ 22ttt oS Sy

y (z) 10( t2+ 52 +6x + 517 +120x +720x +

1 4, 8., 16, 32 64

o (1-2wca? - Sat e at - oah o S 1
2( TR T T T 0" Tt T (13)
1 9, 27, 81 , 243 . 729

(- dp2_ 2l ol a4 289 5 129 6

+5( S QT S G g T Y Tt T

1, 1, 13, 23 . 133 ,
S e BT BT O B . SR i B 14
ylo)=atgum+ g0+ 500 ~ 507t T (14)

Tulis persamaan (11) ke dalam bentuk

1"

g =— <712y 4y 4 3y”) (15)

Selanjutnya operasikan operator L~! pada persamaan (15) yang memberikan
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/ / / t) dtdtdt = —L ! (—12y74y/+3y”) (16)

Jika ruas kiri diintegralkan maka diperoleh

22 =17} (—12y 4y 4 3y”) (17)

atau

y(z) =y (0)+zy (0)+ @:ﬁ — ! (—12y — 4y + 3y”) (18)

Kemudian jika y (z) = > 7~ y» disubstitusikan ke persamaan (18) maka kita punya

"

Zyn=y<o>+my’<o>+y2<0> ( 12Zyn—4zyn+32yn> (19)
n=0

n=0

Proses menyamakan indeks dari kedua ruas pada persamaan (19) diperoleh relasi rekursi
sebagai berikut:

, y// O
wo = () + 2y’ (0) + L1002 (20)
y=—-L7" (—12110 — 4y + 393) (21)
y2 = L (=121 — 4y, + 3y, ) (22)
gn = =L (<12p0-1 — 4y, + 3y, (23)

Jika syarat awal pada persamaan (11) disubstitusikan ke persamaan (20) maka diperoleh

LL’Q

yozx—i—? (24)

Berdasarkan persamaan (24) maka persamaan (21) memberikan

Y1 = ///12 (t—i— )dtdtdt+/ // (1 +t) dtdtdt — /// ) dtdtdt

= / / (6t + 2t°) dtdt + / / (4t + 2t7) dtdt — / / (3t) dtdt
:/ 263 4 Ly dt+/ 2% + 25 g - / 302) ar
0 2 0 3 0 2

1, 1 25,14 14
=gt —2b+ = — = 2
2x+10 +3 +6x 2:17 (25)

Selanjutnya substitusikan persamaan (25) pada persamaan (22) maka diperoleh
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12 = —t4 t3 dtdtdt / / / t4 t3 t2 dtdtdt

/0 /0 (10 +pl > + +3tt+ 5

- / / / 3 (2% + 8t* + t) ddtdt
0 0 0

TrTI6 . 8. 1, /I/w 2. 32, 2,
= —t —t° 4+ =t* | dtdt -t —t —t° | dtdt
/0/0(30 T3 +2> T BN TRt T3

S~

3 4 3 3 2
St 4+ 813 + S1? ) dtdt
pt T

T 8 1 T /9 32
= — T 54— ) dt / i R t4 dt
/0<5 30 +10) +0 500 T60" T

’ 3 5 4 3
- =52t 4 %) at
/0 <10 * +2 )

1 o 1. 1,4 22, 1,
S T T e B 2
220" To1” T8 T T3 (26)

Penggunaan skema rekursi (23) memberikan:

1 292 1
12—+ = — 6 — 2245 — 24t dedtdt
s = /// (280 +21 60 8)

8 11 1

4 —+t" t6 t5 = 283 ) dedidt
+ /0 /0 /0 (280 T3ty 6 5t
¢ orrorT /56 5 22 3

- 3 —¢b 25 tt— 22— Z¢?) didide
/O /0 /0 (280 Tty 3 2

12 12 5 12 0 224 35
0 B T 25 25 ) dedt
220" *1es’ T2’ 300 10

3

e 2 4 4 22 1
(ts + —tT+ —t5 — =45 — t4) dtdt

T /12 12 12 22
= / £10 t? P )
, \25200° ' 1512° ' 1008° 210" 60
T/ 32 4o, 4, 24 14
R L . QS A
+/O (20160 Ties! T126" 90’ 10
T /168 Lo Lo s 9,
- 8 Lo My 9 ) g
/0 ( mesol 70 T 10 T
12, 1o, 1og T2 88 o 1, 03 g
= —a® gt T b = 27
o77200° 10507 360"  504” 12600 6% 40" @7)

Jika prosedur yang sama kita lanjutkan maka diperoleh

12, 1 . 1 ., 131 4 313 4
V4= soms0400” T 128700° T 231007 96300 37800 (28)
087 o TA9 o 9 o 9

2268" T 11520 T 140° 240"

Akibatnya, hampiran solusi masalah nilai awal (11) diberikan oleh
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y(@)Zyo+yr+y2 +ys+ua

2 1 1 2 1 1
= (33 + x) + (w4 + —a S —at - x3>

12 1 1 2 1
Jr< 1 210 4 97771,8 83 z7+6x6+436x5>

277200° " 1050 3607 504 T 1260
12 1 5 1 ., 131 313 4, 1087 4 T49
+ Gosoaoo® T 128700 T 23100°  96300°  37s00° T 2oe” T 110"
L R
1207 240
1, 1., 13, 23 . 133, 12
T T T O T M S 2
TERTET T T 10" T 7n” * 50450400" (29)

Berdasarkan persamaan (14) dan persamaan (28) maka dapat dilihat bahwa solusi hampiran
masalah nilai awal (11) menggunakan MDA hingga suku ke-6 identik dengan solusi eksaknya.
Berikut disajikan contoh untuk kasus tak homogen.

Contoh 2: Tinjau masalah nilai awal

y/// + 2y// _ y/ _ 2y _ 1,
’ 1" 30
V) =04 ©)=14" 0©)=1 .
Solusi eksak dari masalah nilai awal (30) diberikan oleh

3 5. 5 ., 1 1
_ _ Y.z Y x < x = - 31
y (x) 5 € +6e +12e 2x+4 (31)

Bila fungsi eksponen di dalam solusi eksak pada persamaan (31) dinyatakan dalam bentuk
deret Mac Laurin, maka solusi eksak dapat ditulis sebagai berikut:

3 1, 1, 1 1 1
N 2oty a5 L o6
y() < TR TN " T0” Tt T

5 1 1 1 1 1
2 (1 4 S —at S a4
+6< +x+2x +6x +24x +120x +720x+

5 4 8 16 32 64 1 1
Z(1-2 =2 2.3 o4 245 o6 = -
+12( T T T T 10" Tt T 2" T
1 15 1 11 .
yx)=a+ ixz — 6355 ix‘l - Ho:c" + - (32)
Tulis persamaan (30) ke dalam bentuk
v =z- (—21/ —y + 2y") (33)
Selanjutnya operasikan operator L=! pada persamaan (33) yang memberikan
x z z i ’ 1"
/ / / y (t)dtdtdt = L™ (z) — L™* (—2y—y + 2y ) (34)
o Jo Jo

Jika ruas kiri pada persamaan (34) dingintegralkan maka diperoleh

y(@) =y (0) —ay (0) = L5=a? = L7 @) - L7 (2y ' +2y") (35)
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atau

y (0)
2

y(@) =y (0) +ay (0)+ L2a? + 17 @) - 27 (<2 —y +2y") (36)
Jika y (z) = 307 o yn disubstitusikan ke persamaan (36) maka kita punya

"

>y =y (0)+ 2y (0)+ yT(O)fCQ + L7 (2) - L7 <—2Zyn - Zy;+2zy2> (37)
n=0 n=0 n=0 n=0

Proses menyamakan indeks dari kedua ruas pada persamaan (37) diperoleh relasi rekursi sebagai
berikut:

y"(0) -

yo =y (0) +ay (0) + 5%t L™ (x) (38)
Yy =—L7" (—2y0 - yé) + QZU(/JI) (39)
Yo =—L7* (—2y1 - y/1 + 23//1/) (40)
gn ==L (=2p0 1 — v + 20,1 (41)

Jika syarat awal pada persamaan (30) disubstitusikan ke persamaan (38) maka diperoleh

.’£2 x x xT 2 1 4
= — tdtdtdt = — + — 42
Yo O+x+2+/0/0/0 x+2+24 (42)

Berdasarkan persamaan (42) maka persamaan (39) memberikan

Y = /// <t+ +t4) dtdtdt+/ / / (1+t+ t3> dtdtdt
—/ / / 2(1+ t2> dtdtdt
0 0 0 2
xT xr 1
= t2 4 = —t‘) dtdt t+ —t? + dtdt
[ (eiea)on [ [ (ot
7/ / <2t+ 1#) dtdt
0 0 3
/1 1 1 T /1 1 1 e 1
= B ¢t —5 ) dt / —2 4 28 dt—/ 2+ —t*) dt
/0<3 T2 +360> +0 2" "% +120 0 T2

1 7 1 6 1 4 1 3
_ IRV SR 43
9520% T 720" Tg% T " (43)

Selanjutnya substitusikan persamaan (43) pada persamaan (40) maka diperoleh
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= 2( =—=t" tt— 243 ) dedtdt
v /O/O/O (2520 Tl Ts s )

Tore o7 1 1
— —t3 — 22 ) dededt
/0/0 (2520 +120 +2 2 )
2

1 5 1 4 3 2 3
(60t + 5t tgtt —t ) dtddt
1 1 1

1
7 5 4
t° — —1% | dtdt
10080 +2520 +2O 12 )

T px 1 i 5 . -
_— ¢ t dtdt — —t ¢ dtdt
+/0/0 <2520 720 +8 > // (180 T
1

= / : 2+ t8 +it6 1 dt
~ Jo \90720 20160 120 60

VA 1 1 1 v/ 1 1, 1
—— B~ Ty v dt—/ — o 23 ) de
+ /0 20160° T 5040° T 40" " .\ 1260" “taget it 3
1 10 2 9 _3 8 1 1 6 7 5 1 4
= S S I 44
507200° T 181420° T a0320° T 1260° T 7m0 " 120° T 12° (44)
Penggunaan skema rekursi (41) dan prosedur yang sama maka kita punya:
ya = 1 PRE 1 12 1 1 1 210 4 1 20— 1 28
778377600 39916800 3991680 1209600 302400 1920 (45)
Lot 1o
1008° T 157 T 30
Akibatnya, hampiran solusi masalah nilai awal (30) diberikan oleh
y@)Zyo+yi+y2+ys
I UL Y L P S S
“\FT g Tyt 2520° T 720" TRY T 6"
(om0 2 g9 Bogsy Loy e Tosy 1o
907200 181440° " 10320 1260° " 720 120 12
1 13 1 12 1 11 1 10 1 9 1 8
+ (rs3m600° T 39916800°  3091680°  1200600° < 30240°  1920°
LI S
T 1008° Tt T 30"
1 2 1 3 1 4 11 5 1 13
T et ST et SR S 46
T T T T 10" t 77377600 (46)

Berdasarkan persamaan (32) dan persamaan (46) maka dapat dilihat bahwa untuk kasus tak
homogen solusi hampiran masalah nilai awal (30) menggunakan MDA hingga suku ke-5 identik
dengan solusi eksaknya.

4. SIMPULAN

Pada kajian ini disajikan bagaimana mengkontruksi solusi hampiran untuk persamaan
diferensial biasa orde-3 menggunakan metode dekomposisi adomian. Sebagai ilustrasi disajikan
dua contoh untuk kasus persamaan diferensial biasa orde-3 dengan koefisien konstan baik ho-
mogen maupun tak homogen. Dari paparan yang disajikan terlihat bahwa solusi hampiran
menggunakan metode dekompposisi adomian hingga suku keempat memberikan hasil yang
mendekati solusi eksaknya. Dengan demikian metode ini bisa dijadikan salah satu alternatif
yang ampuh dalam mendapatkan solusi masalah nilai awal.
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