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Abstrak

Suatu partisi dari bilangan bulat positif n adalah barisan tak naik atas bilangan

bulat positif sedemikian hingga jumlahnya adalah n. Frobenius memperkenalkan

suatu simbol yang merepresentasikan partisi dalam bentuk matriks yang kemudian

disebut simbol Frobenius. Tahun 1984, Andrews mengenalkan konsep partisi

Frobenius diperumum atau F-partisi serta partisi Frobenius diperumum dengan

k-pewarnaan. Banyaknya F-partisi dengan k-pewarnaan dari suatu bilangan bulat

positif n disebut sebagai fungsi partisi Frobenius diperumum dengan k-pewarnaan,

dinotasikan dengan cϕk(n). Baruah dan Salmah kemudian mengkaji F-partisi

4-pewarnaan dan memperoleh fungsi pembangkit cϕ4(4n + 3) dan kongruensi-

kongruensi terkait cϕ4(n). Dalam paper ini, ditemukan fungsi pembangkit cϕ4(4n)

dan cϕ4(4n+1) yang melengkapi diseksi-4 dari cϕ4(n). Lebih lanjut, ditemukan pula

kongruensi cϕ4(4n + 1) ≡ 0 (mod 16) yang mengakibatkan cϕ4(n) ≡ 0 (mod 4),

untuk setiap n ̸≡ 0 (mod 4).

Kata kunci: Partisi Frobenius diperumum, Fungsi pembangkit, Kongruensi.

Abstract

A partition of positive integer n is a non increasing sequence of
positive integers where the sum is equal to n. Frobenius introduced
a symbol that represents partitions in matrix which was later called
the Frobenius symbol. In 1984, Andrews introduced the concept of
generalized Frobenius partitions or F-partition and k-colored generalized
Frobenius partitions. The number of k-colored F-partitions of a positive
integer n is called the k-colored F-partition function, denoted by cϕk(n).
Baruah and Salmah studied the 4-colored F-partition and obtained the
generating functions of cϕ4(4n+3). In this paper, we find the generating
functions of cϕ4(4n) and cϕ4(4n + 1) which complete the 4-dissection
of cϕ4(n). Furthermore, we also find cϕ4(4n + 1) ≡ 0 (mod 16) which
results in cϕ4(n) ≡ 0 (mod 4), for every n ̸≡ 0 (mod 4).
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1. Pendahuluan

Suatu partisi dari bilangan bulat positif n adalah barisan tak naik atas bilangan bulat
positif sedemikian hingga jumlahnya adalah n. Sebagai contoh, seluruh partisi dari 4 adalah
4, 3 + 1, 2 + 2, 2 + 1 + 1, 1 + 1 + 1 + 1. Frobenius memperkenalkan simbol Frobenius pertama
kali pada tahun 1900 sebagai cara untuk mengkodekan partisi bilangan bulat. Partisi dapat
direpresentasikan dalam simbol Frobenius secara tunggal dan dikenal sebagai partisi Frobenius.
Representasi partisi bilangan bulat n dalam Simbol Frobenius adalah matriks berukuran 2× r
untuk suatu bilangan bulat positif r (

a1 a2 . . . ar
b1 b2 . . . br

)
dengan (a1, a2, . . . , ar) dan (b1, b2, . . . , br) merupakan barisan penjumlah non-negatif yang monoton
turun. Dengan kata lain, a1 > a2 > . . . > ar ≥ 0, b1 > b2 > . . . > br ≥ 0, dan

n = r +

r∑
i=1

ai +

r∑
i=1

bi.

Partisi bilangan bulat n yang disimbolkan demikian disebut Partisi Frobenius dari n. Sebagai

contoh, partisi Frobenius dari 4 adalah

(
3
0

)
,

(
2
1

)
,

(
1 0
1 0

)
,

(
1
2

)
,

(
0
3

)
.

Tahun 1984, [1] mengenalkan konsep partisi Frobenius diperumum atau F-partisi.

Definisi 1.1. [1] Partisi Frobenius dikatakan diperumum jika syarat barisan penjumlah pada
simbol Frobenius (a1, a2, . . . , ar) dan (b1, b2, . . . , br) yang monoton turun diperlemah menjadi
barisan penjumlah tak negatif yang tak naik. Dengan kata lain, a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ ar ≥ 0 dan
b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ br ≥ 0.

Andrews [1] kemudian mengenalkan konsep partisi Frobenius diperumum dengan k-
pewarnaan. Fungsi partisi Frobenius diperumum dengan k–pewarnaan dinotasikan dengan
cϕk(n) menyatakan banyaknya F-partisi atas n dengan k pewarnaan. Diberikan contoh sebagai
berikut.

Contoh 1.2. Dapat dihitung cϕ2(2) = 9, yaitu(
11
01

)
,

(
12
01

)
,

(
11
02

)
,

(
12
02

)
,

(
01
11

)
,

(
01
12

)
,

(
02
11

)
,

(
02
12

)
,

(
02 01
02 01

)
.

Adapun fungsi pembangkit F-partisi dengan k-pewarnaan diberikan pada [1] adalah sebagai
berikut.

Teorema 1.3. [1] Untuk |q| < 1,

∞∑
n=0

cϕk(n)q
n =

∑∞
m1,m2,m3,...,mk−1=∞

qQ(m1,m2,...,mk−1)∏∞
n=1(1− qn)k

, (1)

dengan

Q(m1,m2, . . . ,mk−1) = m2
1 +m2

2 + . . .+m2
k−1 +

∑
1≤i<j≤k−1

mimj .

Konsep tersebut memantik banyak studi terkait partisi Frobenius diperumum dengan k-
pewarnaan, seperti [6] yang membahas partisi Frobenius diperumum dan kaitannya dengan
modular forms seperti pada partisi bilangan bulat, serta [3], [7], dan [8] yang membahas
kongruensi partisi Frobenius diperumum dengan 4-pewarnaan. Pada [3], diberikan Fungsi
pembangkit partisi Frobenius diperumum dengan 4-pewarnaan adalah sebagai berikut

Teorema 1.4. [3]
∞∑

n=0

cϕ4(n)q
n =

φ3(q2) + 12qφ(q2)ψ2(q4)

(q; q)4∞
. (2)
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Kemudian, [3] menyajikan cϕ4(4n+ 3) sebagai berikut.

Teorema 1.5. [3]

∞∑
n=0

cϕ4(4n+ 3)qn = 256
(q2; q2)22∞
(q; q)27∞

{32qψ4(q2) + (q; q)4∞(q; q2)4∞}. (3)

Baruah dan Salmah [3] juga menyajikan kongruensi-kongruensi berikut.

Teorema 1.6. [3] Untuk setiap n bilangan bulat tak negatif berlaku

cϕ4(4n+ 2) ≡ 0 (mod 4)

cϕ4(4n+ 3) ≡ 0 (mod 44).

Pada paper ini, ditemukan fungsi pembangkit untuk cϕ4(4n) dan cϕ4(4n + 1). Dalam
pembuktian fungsi pembangkit-fungsi pembangkit tersebut, ditemukan identitas baru sebagai
berikut.

Lemma 1.7. Berlaku

φ4(q) + φ4(−q) = 4φ4(q2)− 2(q2; q4)4∞(q2; q2)4∞. (4)

Selanjutnya, fungsi pembangkit untuk cϕ4(4n) dan cϕ4(4n + 1) diberikan pada dua
teorema berikut.

Teorema 1.8. Berlaku
∞∑

n=0

cϕ4(4n)q
n = 4096q2

ψ9(q)ψ6(q2)

(q; q)16∞
+ 192q

(
1 +

3ψ2(q)

(q; q)2∞

)
ψ2(q2)ψ7(q)

(q; q)10∞

+
φ2(q)ψ(q)

(q; q)4∞
+ 4608q2ψ6(q2)ψ6(q)(q2; q2)6∞. (5)

Teorema 1.9. Berlaku
∞∑

n=0

cϕ4(4n+ 1)qn =128φ4(q)
(q; q)∞

(q2; q2)2∞(q; q2)16∞(q; q)8∞

{
φ4(q)− (q; q2)4∞(q; q)4∞

}
+ 16

(q; q)∞

(q2; q2)2∞(q; q2)8∞
. (6)

Akibat langsung yang ditimbulkan adalah sebagai berikut.

Akibat 1.10. Untuk setiap bilangan bulat n ≥ 0 berlaku

cϕ4(4n+ 1) ≡ 0 (mod 42). (7)

Paper ini juga melengkapi pembuktian Baruah dan Salmah [3] dengan menyajikan bentuk
fungsi pembangkit cϕ4(4n+ 2) sebagai berikut.

Teorema 1.11.
∞∑

n=0

cϕ4(4n+ 2)qn

= 4

(
q2; q2

)10
∞ ψ2

(
q2
)

(q; q)
13
∞

{
4096q2

ψ8
(
q2
)

(q; q)
8
∞

+ 320q
ψ4
(
q2
)

(q2; q2)
4
∞

+ 5
(
q; q2

)8
∞

}

+ 48

(
q2; q2

)18
∞ φ2 (q)

(q; q)
21
∞

{
4
φ4 (q)

(q; q)
4
∞

− 3
(
q; q2

)4
∞

}
. (8)
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Dengan demikian, berdasarkan Teorema 1.6, Teorema 1.8, dan Akibat 1.10, dapat diperoleh
akibat sebagai berikut

Akibat 1.12. Untuk setiap bilangan bulat n ≥ 0 dan n ̸≡ 0 (mod 4) berlaku

cϕ4(n) ≡ 0 (mod 4). (9)

Pada bab selanjutnya, diberikan hasil terdahulu yang diperlukan untuk hasil. Hasil dan
pembahasan paper ini berisi pembuktian lemma, teorema, dan akibat baru yang diperoleh,
yaitu Lemma 1.7, Teorema 1.8, Teorema 1.9, Akibat 1.10, Teorema 8, dan Akibat 1.12. Pada
bab terakhir, diberikan simpulan untuk paper ini.

2. Hasil Terdahulu

Terdapat beberapa hasil terdahulu yang digunakan dalam pembahasan paper ini. Sebagai
permulaan, diberikan definisi dari fungsi theta Ramanujan sebagai berikut.

Definisi 2.1. (Fungsi Theta Ramanujan) Bentuk umum fungsi theta Ramanujan f(a, b) dide-
finisikan sebagai

f(a, b) :=

∞∑
n=−∞

an(n+1)/2bn(n−1)/2,

dengan |ab| < 1. Tiga kasus khusus didefinisikan pada notasi Ramanujan, yaitu

φ(q) := f(q; q) =

∞∑
n=−∞

qn
2

,

ψ(q) := f(q; q3) =

∞∑
n=0

qn(n+1)/2.

Adapun bentuk perkalian dari sumasi φ(q) dan ψ(q) sering digunakan dalam teori partisi
telah dibuktikan pada [4] adalah sebagai berikut.

Teorema 2.2. Berlaku

φ(q) = (−q; q2)2∞(q2; q2)∞, (10)

ψ(q) =
(q2; q2)∞
(q; q2)∞

, (11)

Baruah dan Salmah [3] membuktikan fungsi pembangkit untuk cϕ4(2n) dan cϕ4(2n+ 1)
sebagai berikut.

Teorema 2.3. [3] Berlaku
∞∑

n=0

cϕ4(2n+ 1)qn = 16
(q2; q2)∞

(q4; q4)2∞(q; q2)16∞
(12)

∞∑
n=0

cϕ4(2n)q
n =

(q2; q2)9∞
(q; q2)20∞(q4; q4)10∞

+ 48q
(q4; q4)6∞

(q2; q2)7∞(q; q2)12∞
. (13)

Dalam pembuktiannya, Baruah dan Salmah [3] memerlukan identitas terkait fungsi theta
Ramanujan sebagai berikut.

Teorema 2.4.

φ2(q)− φ2(−q) = 8qψ2(q4) (14)

φ2(q) + φ2(−q) = 2φ2(q2) (15)

Akibat langsung yang diperoleh dari Persamaan (14) dan (15), dengan substitusi Per-
samaan (10) dan (11), secara berurutan adalah sebagai berikut.
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Teorema 2.5.

(−q; q2)4∞ − (q; q2)4∞ = 8q
ψ2(q4)

(q2; q2)2∞
, (16)

(−q; q2)4∞ + (q; q2)4∞ = 2
φ2(q2)

(q2; q2)2∞
, (17)

3. Hasil dan Pembahasan

Untuk pembuktian Teorema 1.8, diperhatikan kembali Persamaan (13) sebagai berikut

∞∑
n=0

cϕ4(2n)q
n =

(q2; q2)9∞
(q; q2)20∞(q4; q4)10∞

+ 48q
(q4; q4)6∞

(q2; q2)7∞(q; q2)12∞
.

Dengan mengganti q menjadi −q diperoleh

∞∑
n=0

cϕ4(2n)(−1)nqn =
(q2; q2)9∞

(−q; q2)20∞(q4; q4)10∞
− 48q

(q4; q4)6∞
(q2; q2)7∞(−q; q2)12∞

. (18)

Jumlahkan Persamaan (13) dengan Persamaan (18), didapat

∞∑
n=0

cϕ4(2n)q
n +

∞∑
n=0

cϕ4(2n)(−1)nqn

=

(
q2; q2

)9
∞

(q4; q4)
10
∞

{
1

(q; q2)
20
∞

+
1

(−q; q2)20∞

}

+ 48q

(
q4; q4

)6
∞

(q2; q2)
7
∞

{
1

(q; q2)
12
∞

− 1

(−q; q2)12∞

}

=

(
q2; q2

)9
∞

(q4; q4)
10
∞ (q2; q4)

20
∞

{(
−q; q2

)20
∞ +

(
q; q2

)20
∞

}
+ 48q

(
q4; q4

)6
∞

(q2; q2)
7
∞ (q2; q4)

12
∞

{(
−q; q2

)12
∞ −

(
q; q2

)12
∞

}
=

(
q4; q4

)10
∞

(q2; q2)
11
∞

{
A5 +B5

}
+ 48q

(
q4; q4

)18
∞

(q2; q2)
19
∞

{
A3 −B3

}
(19)

dengan A =
(
−q; q2

)4
∞ dan B =

(
q; q2

)4
∞.

Diperhatikan bahwa

AB = ((−q; q2)∞(q; q2)∞)4 = (q2, q4)4∞ (20)

A5 +B5 = (A+B)(A4 −A3B +A2B2 −AB3 +B4)

= (A+B)((A−B)(A3 −B3) +A2B2) (21)

dan

A3 −B3 = (A−B)3 + 3AB(A−B). (22)

Substitusi Persamaan (20), (16), dan (17) pada Persamaan (21) dan (22), diperoleh

A5 +B5 = 2
φ2(q2)

(q2; q2)2∞

(
84q4

ψ8(q4)

(q2; q2)4∞
+ 192q2(q2; q4)4∞

ψ4(q4)

(q2; q2)4∞
+ (q2; q4)8∞

)
(23)
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dan

A3 −B3 = 512q3
ψ6(q4)

(q2; q2)3∞
+ 24q

ψ6(q4)(q2; q4)4∞
(q2; q2)∞

. (24)

Substitusi Persamaan (23) dan (24) pada Persamaan (19) dengan memperhatikan pangkat
berparitas genap, diperoleh

∞∑
n=0

cϕ4(4n)q
2n =

(q4; q4)10∞
(q2; q2)11∞

φ2(q2)

(q2; q2)2∞

(
84q4

ψ8(q4)

(q2; q2)4∞
+ 192q2(q2; q4)4∞

ψ4(q4)

(q2; q2)4∞
+ (q2; q4)8∞

)

+ 24q
(q4; q4)18∞
(q2; q2)19∞

·

(
512q3

ψ6(q4)

(q2; q2)3∞
+ 24q

ψ6(q4)(q2; q4)4∞
(q2; q2)∞

)
.

Dengan demikian,

∞∑
n=0

cϕ4(4n)q
n = 4096q2

ψ9(q)ψ6(q2)

(q; q)16∞
+ 192q

(
1 +

3ψ2(q)

(q; q)2∞

)
ψ2(q2)ψ7(q)

(q; q)10∞

+
φ2(q)ψ(q)

(q; q)4∞
+ 4608q2ψ6(q2)ψ6(q)(q2; q2)6∞

yang merupakan Persamaan (1.8)

Sebelum membuktikan Teorema 1.9, dengan substitusi Persamaan (17), diperoleh iden-
titas berikut

φ4(q) + φ4(−q) = (φ2(q) + φ2(−q))2 − 2(φ(q)φ(−q))2 (25)

= 4
φ4(q2)

(q2; q2)4∞
− 2(q2; q4)4∞(q2; q2)4∞ (26)

yang membuktikan Lemma 1.7. Akibatnya,

(−q; q2)8∞ + (q; q2)8∞ =
4φ4(q2)

(q2; q2)4∞
− 2(q2; q4)4∞. (27)

Diperhatikan kembali Persamaan (12) sebagai berikut
∞∑

n=0

cϕ4(2n+ 1)qn = 16
(q2; q2)∞

(q4; q4)2∞(q; q2)16∞
.

Dengan mengganti q menjadi −q diperoleh
∞∑

n=0

cϕ4(2n+ 1)(−1)qn = 16
(q2; q2)∞

(q4; q4)2∞(−q; q2)16∞
. (28)

Dengan menjumlahkan Persamaan (12) dengan Persamaan (28), serta substitusi Persamaan
(27), diperoleh

∞∑
n=0

cϕ4(2n+ 1)qn +

∞∑
n=0

cϕ4(2n+ 1)(−1)nqn

= 16
(q2; q2)∞

(q4; q4)2∞

{
1

(q; q2)16∞
+

1

(−q; q2)16∞

}

= 16
(q2; q2)∞

(q4; q4)2∞(q2; q4)16∞

{
(−q; q2)16∞ + (q; q2)16∞

}
= 16

(q2; q2)∞

(q4; q4)2∞(q2; q4)16∞

{
((−q; q2)8∞ + (q; q2)8∞)2 − 2(−q; q2)8∞(q; q2)8∞

}
= 16

(q2; q2)∞

(q4; q4)2∞(q2; q4)16∞

{
16

φ8(q2)

(q2; q2)8∞
− 16

φ4(q2)(q2; q4)4∞
(q2; q2)4∞

+ 2(q2; q4)8∞

}
.
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Dengan memperhatikan pangkat berparitas genap, diperoleh
∞∑

n=0

cϕ4(4n+ 1)q2n

= 8
(q2; q2)∞

(q4; q4)2∞(q2; q4)16∞

{
16

φ8(q2)

(q2; q2)8∞
− 16

φ4(q2)(q2; q4)4∞
(q2; q2)4∞

+ 2(q2; q4)8∞

}
,

sehingga
∞∑

n=0

cϕ4(4n+ 1)qn =128φ4(q)
(q; q)∞

(q2; q2)2∞(q; q2)16∞(q; q)8∞

{
φ4(q)− (q; q2)4∞(q; q)4∞

}
+ 16

(q; q)∞

(q2; q2)2∞(q; q2)8∞
,

yang membuktikan Teorema 1.9, mengakibatkan, Teorema 1.10 dan Teorema 1.12 juga terbukti.

Selanjutnya, ditinjau kembali pembuktian kongruensi cϕ4(4n+ 2) pada [3], diperoleh

∞∑
n=0

cϕ4(2n)q
n −

∞∑
n=0

cϕ4(2n)(−1)nqn

= 8q

(
q4; q4

)10
∞ ψ2

(
q4
)

(q2; q2)
13
∞

{
4096q4

ψ8
(
q4
)

(q2; q2)
8
∞

+ 320q2
ψ4
(
q4
)

(q4; q4)
4
∞

+ 5
(
q2; q4

)8
∞

}

+ 96q

(
q4; q4

)18
∞ φ2

(
q2
)

(q2; q2)
21
∞

{
4
φ4
(
q2
)

(q2; q2)
4
∞

− 3
(
q2; q4

)4
∞

}
.

Dengan memperhatikan bentuk q2n+1 untuk bilangan bulat tak negatif n, didapat
∞∑

n=0

cϕ4(4n+ 2)q2n+1

= 4q

(
q4; q4

)10
∞ ψ2

(
q4
)

(q2; q2)
13
∞

{
4096q4

ψ8
(
q4
)

(q2; q2)
8
∞

+ 320q2
ψ4
(
q4
)

(q4; q4)
4
∞

+ 5
(
q2; q4

)8
∞

}

+ 48q

(
q4; q4

)18
∞ φ2

(
q2
)

(q2; q2)
21
∞

{
4
φ4
(
q2
)

(q2; q2)
4
∞

− 3
(
q2; q4

)4
∞

}
,

∞∑
n=0

cϕ4(4n+ 2)q2n

= 4

(
q4; q4

)10
∞ ψ2

(
q4
)

(q2; q2)
13
∞

{
4096q4

ψ8
(
q4
)

(q2; q2)
8
∞

+ 320q2
ψ4
(
q4
)

(q4; q4)
4
∞

+ 5
(
q2; q4

)8
∞

}

+ 48

(
q4; q4

)18
∞ φ2

(
q2
)

(q2; q2)
21
∞

{
4
φ4
(
q2
)

(q2; q2)
4
∞

− 3
(
q2; q4

)4
∞

}
.

Dengan mengganti q2 menjadi q diperoleh
∞∑

n=0

cϕ4(4n+ 2)qn

= 4

(
q2; q2

)10
∞ ψ2

(
q2
)

(q; q)
13
∞

{
4096q2

ψ8
(
q2
)

(q; q)
8
∞

+ 320q
ψ4
(
q2
)

(q2; q2)
4
∞

+ 5
(
q; q2

)8
∞

}

+ 48

(
q2; q2

)18
∞ φ2 (q)

(q; q)
21
∞

{
4
φ4 (q)

(q; q)
4
∞

− 3
(
q; q2

)4
∞

}
.
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Dengan demikian, Persamaan (8) terbukti.

4. Simpulan

Penelitian ini memperoleh fungsi pembangkit untuk cϕ4(4n) dan cϕ4(4n+1), melengkapi
fungsi pembangkit untuk cϕ4(4n + 2). Dengan demikian, diperoleh diseksi-4 untuk fungsi
pembangkit cϕ4(n). Selain itu, diperoleh kongruensi baru yang diakibatkan langsung dari
fungsi pembangkit yang diperoleh.
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