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Abstrak

Demam berdarah dengue (DBD) merupakan penyakit menular yang ditularkan oleh
nyamuk betina Aedes aegypti. Penyakit ini telah menjadi permasalah tahunan di
berbagai negara tropis dan subtropis dunia, termasuk Indonesia. Kemunculan DBD
yang berulang setiap tahun mengindikasikan adanya pola musiman dalam penye-
barannya. Oleh karena itu, kajian terhadap kemunculan solusi periodik suatu model
penyebaran DBD perlu dilakukan. Model penyebaran DBD yang dibahas dalam
artikel ini dibentuk menggunakan pendekatan sistem persamaan diferensial nonlin-
ier berdimensi lima. Dengan pendekatan Quasi Steady State Approzimation dan
asumsi populasi konstan, model tersebut dapat disederhanakan menjadi sistem per-
samaan diferensial biasa nonlinier berdimensi dua. Fitur menarik dari model yang
dibahas terletak pada fungsi infeksi nonstandar yang digunakan untuk menggam-
barkan fenomena ketidakpedulian masyarakat terhadap penyebaran penyakit DBD.
Analisis kemunculan bifurkasi Hopf, yang menyebabkan munculnya solusi periodik,
dibahas dalam artikel ini secara analitik dan numerik. Simulasi numerik untuk
beberapa skenario berbeda menunjukkan bahwa model yang dibahas dapat memu-
nculkan fenomena menarik berupa bifurkasi maju, bifurkasi mundur, bifurkasi Hopf,
hingga kemunculan fenomena gelembung endemik (endemic bubble).

Kata kunci: Model demam berdarah dengue, Bifurkasi Hopf, Solusi periodik, Sis-
tem dinamik
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Abstract

Dengue hemorrhagic fever (DHF) is an infectious disease transmitted
by the femaleAedes aegypti mosquito. This disease has become an an-
nual problem in various tropical and subtropical countries around the
world, including Indonesia. The recurring appearance of DHF each
year indicates the emergence of periodic behavior in its transmission.
Therefore, it is necessary to study the occurrence of periodic solutions
in a model of DHF transmission. The mathematical model on the spread
of dengue is formed by nonlinear ordinary differential equation of five
dimensions and with Quassi Steady State Approximation approach and
constant population assumption, the model can be reduced into nonlin-
ear ordinary differential equation of two dimensions. The interesting
part of this model is the non-standard transmission rate function to
capture society’s ignorance on the spread of dengue. The analysis on
Hopf bifurcation occurrence that infers on the emergence of periodic
solution is discussed in this article both analytically and numerically.
Numerical simulation on different scenarios indicates that the model
can show interesting phenomena, such as forward bifurcation, backward
bifurcation, Hopf bifurcation, and the occurrence of endemic bubble.

Keywords: Dengue model, Hopf bifurcation, Periodic solutions, Dy-
namic systems

1. PENDAHULUAN

Di Indonesia, terdapat berbagai jenis penyakit yang muncul di sepanjang tahun, atau se-
cara konsisten muncul pada waktu-waktu tertentu, antara lain demam berdarah dengue (DBD).
Penyakit DBD merupakan suatu penyakit yang disebabkan oleh virus DEN dan disebarkan
melalui gigitan nyamuk betina Aedes aegypti yang telah terinfeksi. Penyakit ini tersebar ham-
pir di seluruh provinsi di Indonesia. Berbagai pendekatan terus dilakukan untuk membantu
pemerintah dalam menanggulangi penyebaran penyakit DBD, baik itu melalui disiplin ilmu
kedokteran, kesehatan masyarakat, farmasi, maupun matematika.

Model matematika telah sejak lama digunakan untuk memodelkan penyebaran suatu
penyakit dalam populasi. Sejauh yang kami ketahui, model matematika penyebaran penyakit
menular pertama kali diperkenalkan oleh Kermack dan McKendrick pada tahun 1927 [1]. Sejak
saat itu, berbagai model matematika telah banyak diajukan oleh para matematikawan untuk
menganalisis penyebaran suatu penyakit, sebagai contoh: DBD [2, 3], malaria [4, 5], tuberkulo-
sis [6, 7], COVID-19 [8, 9, 10], HIV/AIDS [11], dan berbagai jenis penyakit lainnya [12, 13, 14].

Pada tahun 2023, Aldila dan rekan-rekan merilis suatu artikel yang membahas penye-
baran penyakit demam berdarah dengan mempertimbangkan efek ketidakpedulian masyarakat
terhadap penyebaran DBD [15]. Dengan memisalkan bahwa populasi manusia dapat dibagi
kedalam 3 kompartemen berdasarkan status kesehatannya yaitu sehat (S), terinfeksi dan
mampu menginfeksi (I), dan sembuh sementara (R), serta populasi nyamuk dibagi kedalam
dua kompartemen yaitu nyamuk sehat (U) dan terinfeksi (V), maka model ini dapat dituliskan
dalam persamaan berikut:
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di mana Aj, dan A, merepresentasikan jumlah kelahiran per satuan waktu pada manusia dan
nyamuk; 5, dan 3, sebagai merupakan laju transmisi infeksi yang berhasil pada populasi manu-
sia dan nyamuk; u; dan p, sebagai laju kematian alami pada manusia dan nyamuk; v sebagai
laju kesembuhan; § sebagai laju kehilangan imunitas sementara; serta « merepresentasikan
tingkat keacuhan populasi terhadap keberadaan DBD. Model ini dilengkapi dengan nilai awal
yang memenuhi:

5(0) > 0,1(0) >0, R(0) > 0,U(0) > 0,V(0) > 0.

Karena ekspektasi umur hidup nyamuk yang jauh lebih singkat (kurang lebih hanya 3 minggu)
dibandingkan manusia (kurang lebih 65-72 tahun), populasi nyamuk dapat diasumsikan telah
mencapai kondisi keseimbangannya. Oleh karena itu, dinamika nyamuk dapat disederhanakan
menggunakan asumsi Quasi Steady State Approzimation (QSSA) dengan mensubstitusikan
kondisi keseimbangan nyamuk ke dalam populasi manusia. Dengan mengasumsikan populasi
manusia konstan sebesar N, model pada persamaan (1) dapat disederhanakan sebagai model
berikut:

dI  Bn(1+al)>(N — I — R)IM

il -~ — ppl
d (A4 al)T +ry B @
ar _ I—-6R R
dt - ry /j/h ’

di mana k, = &,M = %, dan S = N — I — R. Selanjutnya, sistem persamaan (2) disebut

dengan Model (2). Penulis dalam [15] telah menunjukkan kemungkinan kemunculan bifurkasi
maju dan mundur dari model tersebut ketika Ry = 1, yang bergantung pada nilai «, dengan
NM o

o= ey e > o dengan a7 = (Sl )
muncul di titik (Rg,I) = (1,0). Di sisi lain, bifurkasi maju muncul jika o < o*. Meskipun
hasil yang telah dibahas oleh penulis dalam [15] cukup komprehensif, analisis terkait kemuncu-
lan solusi periodik belum dibahas. Padahal, kemunculan solusi periodik sangat krusial dalam
memahami penyebaran DBD, mengingat banyak bukti menunjukkan bahwa penyakit ini memi-
liki pola musiman di berbagai daerah, termasuk Indonesia. Berdasarkan hal tersebut, analisis
terhadap kemunculan solusi periodik dari model yang telah dibahas dalam [15] dipandang perlu
untuk dilakukan.

Pada artikel ini, kami akan menunjukkan kemunculan bifurkasi yang lain, yaitu bifurkasi
Hopf. Bukti analitik atas eksistensi bifurkasi Hopf ini akan ditunjukkan secara detail, dan be-
berapa simulasi numerik dilakukan untuk mendukung hasil analitik kami. Struktur dari artikel
ini adalah sebagai berikut: analisis kemunculan bifurkasi Hopf ditunjukkan secara analitik pada
bab 2, bab 3 membahas simulasi numerik yang menunjukkan eksistensi solusi periodik akibat
kemunculan bifurkasi Hopf, dan kesimpulan sebagai penutup kami berikan pada bab 4.

, maka bifurkasi mundur
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2. KAJIAN ANALITIK

Bab ini membahas mengenai syarat-syarat kemunculan fenomena bifurkasi Hopf dari
model yang diberikan pada persamaan (2). Berdasarkan Teorema 3.10 pada [1], syarat kemu-
nculan bifurkasi Hopf pada sistem dua dimensi diberikan dalam teorema berikut:

Teorema 2.1. [1] Misalkan sistem planar

z' = f(xvy)a
v =g(z,y)

dan misalkan (z*,y*) merupakan titik keseimbangan sistem tersebut. Maka matriks Jacobianan
dari sistem tersebut ketika dievaluasi pada titik keseimbangan tersebut diberikan oleh

Moo — [F@) ffat)]
@) g, y)  gy(2",y7)

Keseimbangan (z*,y*) mengalami bifurkasi Hopf jika dan hanya jika untuk suatu nilai param-
eter w, yaitu Lo, berlaku:

(1) tr(J)|e=a* (uo) w=y* (o) = 0-
(2) Def'])|wzx*(uo),y:y*(uo) >0
dtr(J)
Memanfaatkan Teorema 2.1, analisis kemunculan bifurkasi Hopf pada Model (2) diberikan
sebagai berikut. Matriks Jacobian pada Model (2) diberikan oleh:

BrMI(al41)?
J=|C v ST | 3)
g —0 — pn
: —I— 1
dengan (' = PO E AL Bl el SR SO0, Misalkan (I, ')

adalah suatu titik keseimbangan endemik. Untuk menentukan apakah bifurkasi Hopf terjadi,
maka akan dicek syarat pada Teorema 2.1 terkait Model (2).

2.1. Syarat 1. Syarat pertama dari Teorema 2.1 adalah terdapat parameter bifurkasi o yang
memenuhi kondisi sedemikian sehingga ¢r(J) bernilai nol. Trace dari matriks Jacobian J adalah
sebagai berikut:

Pa
trilar) = @iy ozI*)(QI)* ¥ )2’
dengan
P(a) = aza® 4+ aza® 4+ aja + ag (4)
dan:

ag = —2M B I*® + M B, (N — R*)I**,

3ku(N — R*).,
4y = (“5BM — 6~ — 2T+ 2MB (N — B* — 2m)1° + 2o =) oo

ay = (=68, M — 26 — 2y — 4pup)ky + MBL(N — R*)I*? + 4Mk,(N — R*) By 1",
ap = —I* (B M + 6 + 7+ 2up) (I 4+ 2k,) + (MBR(N — R*) — 1y, (6 + 7 + 2up ) Kv).

Nilai dari trace J akan bernilai nol jika terdapat a* yang memenuhi P(«) = 0. Penentuan
nilai @* yang memenuhi persamaan P(«) = 0 dilakukan dengan pendekatan numerik karena
menentukan solusi a* secara eksplisit pada persamaan ini tidak memberikan informasi biologis
yang signifikan. Pendekatan ini dilakukan dengan mensubstitusi data pada Tabel 1 ke dalam
Model (2) dan dengan nilai a € [0,1]. Kemudian, solusi (I*, R*) yang didapat digunakan
untuk mencari trace dari matriks J. Nilai o* adalah nilai @ yang menyebabkan tr(J) = 0.
Solusi numerik dari ¢r(J) = 0 yang didapat adalah «; = 0.0055334747, s = 0.029895835,
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TABEL 1. Nilai parameter yang digunakan dalam simulasi numerik

Parameter Deskripsi Nilai  referensi
N Populasi manusia 1000  Asumsi
M Populasi nyamuk 2000 Asumsi
5y Laju kesembuhan 1 [15]
i Laju kematian alami orss [15]
Bn Laju transmisi infeksi 0.0025 Asumsi
Ko jumlah maksimum populasi nyamuk 20000  Asumsi
1) laju kehilangan imunitas sementara % [15]

dan a3 = 0.10254. Masing-masing «j, ¢ = 1,2, 3, yang didapat akan dicek apakah o] tersebut
memenuhi syarat-syarat berikutnya.

2.2. Syarat 2. Setelah menemukan nilai a* yang menyebabkan ¢r(J) = 0 pada syarat 1 Teo-
rema 2.1, selanjutnya akan ditunjukkan bahwa nilai o* yang didapat dari syarat 1 Teorema 2.1
membuat nilai dari determinan matriks J pada persamaan (3) bernilai positif. Determinan
dari matriks Jacobian J adalah sebagai berikut:

1

det J = (’}/ +l/4h)(5+,uh) + ((aI* + 1)]’* +K?v)2

(M(l—l-af*),@h(lh +b2—|—b3)>7 (5)

dengan

by = (I"V?(1 + aI*)(y 4+ ayI* + 6 + (2I* — N + R*)ad),

bo=I"(1+al*)y+ (2" =N+ R+ I*(4I" — 3N + 3R"))d) Ky, dan

by = (I")*(1 + al*)(1 + (2I* — N 4+ R*)a)+

(2I" = N+ R* 4+ I"(4I" — 3N 4+ 3R*))ky) fin-

Dengan mensubstitusi nilai of dan nilai parameter pada Tabel 1 beserta solusi numerik (I*, R*)|q=q>
pada determinan matriks Jacobian, didapat bahwa det J,: = 0.0000831301. Selanjutnya,
akan diperiksa detJ untuk nilai «j. Nilai dari det Jo; = 0.0825342. Pada aof, nilai dari

det Jo: = 0.822501. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa nilai untuk semua nilai a*
memenuhi syarat kedua pada Teorema 2.1.

2.3. Syarat 3. Syarat ketiga dari Teorema 2.1 adalah turunan dari trace J terhadap parameter
a tidak nol. Turunan dari trace matriks Jacobian J terhadap parameter o adalah sebagai
berikut:

d

—t
do

r(J) = — 3 (IM(Cl +e2+ C3)5h>, (6)

1
(1 + aD)I + ky)
dengan

c1=I*(2I = N+ R)(1 + al)?,
co = 3I(2I — N + R)(1 + al)*k,, dan
c3 =2(31 — 2N + 2R+ I(4I — 3N + 3R)a)k?2.

Perhitungan %tr(J ) juga dapat dilakukan dengan melihat bentuk kurva Tr(J) di sekitar
titik a*. Dari Gambar 1, didapat bahwa

d
—tr(J a=aj Oa
ot (Dlama; >

d
@tr(,fﬂa:a; <0, dan

d
@t’/‘(:]) |a:a§ >0
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GAMBAR 1. Kurva tr(J) pada titik (A) af, (B) a3, dan (C) o}

Sebagai contoh ilustrasi, pada Gambar 1(A), -Ltr(J)[a=a; > 0 karena kurva tr(J) di sekitar

=«
titik @f merupakan kurva monoton naik. Karena %tr((] ) a=a* # 0, maka syarat ketiga pada
Teorema 2.1 pada nilai a* terpenuhi.
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Berdasarkan ketiga syarat yang telah dibahas di atas, hasil kajian dirumuskan dalam
teorema berikut:

Teorema 2.2. Misalkan matriks J adalah matriks Jacobian dari Model (2). Sistem tersebut
mengalami bifurkasi Hopf jika:

(1) Terdapat nilai o yang memenuhi persamaan (4).

(2) Determinan matriks J yang dievaluasi pada « dan titik keseimbangan endemik, seba-
gaimana diberikan dalam persamaan (5), bernilai positif.

(8) Laju perubahan trace dari matriks J terhadap «, seperti yang diberikan pada per-
samaan (6), di titik o* pada poin pertama, bernilai tidak nol.

2.4. Jenis Bifurkasi Hopf. Karena sudah dibuktikan bahwa syarat-syarat pada Teorema 2.1
terpenuhi, subbab ini akan membahas tentang jenis bifurkasi Hopf dengan menggunakan Teo-
rema 3.9 pada [1]. Jenis bifurkasi Hopf dapat ditentukan dengan cara menganalisis genericity
condition model tersebut. Dengan memisalkan

a' = f(z,y; 1),
Y = g(z,y; p).

Genericity condition di titik (z*,y*) dan pada nilai y = uo dicari dengan menggunakan per-
samaan
1

a=—
16

1
167&) (fzy(fwm + fyy) - gwy(gww + fyy) — feaxGez + fyygyy)

(7)

dengan fr, = %} (z*,y*) dan seterusnya. w merupakan komponen imajiner dari ni-
lai eigen matriks Jacuob;{(jan di sekitar titik endemik (z*,y*)|a=q+ dengan w # 0. Hasil yang
diharapkan adalah a # 0.

Secara ringkas, dapat disimpulkan berdasarkan Teorema 3.9 pada [1] bahwa jika ad < 0,
bifurkasi disebut superkritikal, dan solusi periodik bifurkasi bersifat stabil. Lebih lanjut, jika
ad > 0, bifurkasi disebut subkritikal, dan solusi periodik bifurkasi bersifat tidak stabil. Perlu
diingat bahwa nilai d didapatkan dari syarat 3 di Teorema 2.1. Pada «f, didapat bahwa w; =
0.0091166, sehingga a = —8.9827 x 10~%. Kemudian pada «}, didapat bahwa wy = 0.354773,
sehingga a = —9.24241 x 107%. Terakhir, pada o} = 0.1025345, didapat bahwa w = 0,
sehingga nilai a tidak terdefinisi. Terlihat bahwa nilai ad untuk aj adalah ad < 0, sehingga
jenis bifurkasi Hopf yang muncul adalah superkritikal dan nilai ad untuk o3 adalah ad > 0,
sehingga jenis bifurkasi Hopf yang muncul adalah subkritikal. Jenis bifurkasi Hopf pada a3
tidak dapat ditentukan karena tidak memenuhi nonhyperbolicity condition pada Teorema 3.9
pada [1]. Visualisasi dari Teorema 2.2 ditunjukkan pada Gambar 1 untuk tiga nilai « yang
berbeda.

Pada bab berikut ini, kami akan menunjukkan simulasi numerik terkait kemunculan solusi
periodik yang disebabkan oleh kemunculan bifurkasi Hopf. Beberapa nilai « diberikan untuk
menunjukkan dua kemungkinan perilaku dinamis yang berbeda.

3. SIMULASI NUMERIK

Pada bab ini, akan ditunjukkan simulasi numerik terhadap diagram bifurkasi Model (2)
menggunakan nilai parameter yang diberikan di Tabel 1 (kecuali disebutkan berbeda). Semua
diagram bifurkasi dihasilkan menggunakan software MATLAB, khususnya program MatCont.
MatCont adalah sebuah perangkat lunak berbasis MATLAB yang dirancang untuk analisis
numerik bifurkasi pada suatu sistem dinamis. Beberapa istilah yang digunakan dalam bentuk
simbol di bab ini adalah F'P sebagai titik balik (Fold Point), BP sebagai titik percabangan
(Branching Point), dan titik H sebagai titik Hopf.
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GAMBAR 2. Diagram bifurkasi maju dengan b sebagai parameter bifurkasi.
Nilai parameter yang digunakan diberikan pada Tabel 1, kecuali a« =
0.001566427943. Kurva merah dan biru masing-masing merepresentasikan titik
ekuilibrium tidak stabil dan stabil

Simulasi pertama dilakukan menggunakan nilai parameter seperti di Tabel 1, kecuali
nilai a yaitu 0.001566427943 dan parameter b digunakan sebagai parameter bifurkasi. Dengan
menggunakan nilai parameter seperti ini, dihasilkan fenomena bifurkasi maju seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 2. Interpretasi dari Gambar 2 diberikan sebagai berikut. Ketika
b = 0, ditemukan bahwa hanya titik bebas penyakit yang muncul dan bersifat stabil, ditandai
dengan grafik solid berwarna biru. Ketika b terus membesar, maka kestabilan titik bebas
penyakit ini terus terjaga hingga akhirnya bertemu dengan titik percabangan BP saat b =
0.0025. Ketika mencapai titik BP ini, kestabilan titik bebas penyakit berubah menjadi tidak
stabil (ditandai dengan grafik solid berwarna merah). Di saat yang sama, titik endemik yang
bersifat stabil juga muncul yang ditandai dengan grafik solid berwarna biru. Untuk b yang
terus membesar menjauhi titik percabangan BP, kestabilan titik endemik terus terjaga dan
tidak pernah berubah.

Simulasi numerik yang menunjukkan solusi Model (2) untuk beberapa nilai b yang berbeda
ditunjukkan pada Gambar 3. Simulasi ini didasarkan pada Gambar 2. Untuk b = 0.0013 < BP,
ditemukan bahwa solusi dari sistem (2) akan menuju titik keseimbangan bebas penyakit yang
bersifat stabil seperti ditunjukkan oleh Gambar 3a-3c. Di lain pihak, untuk b = 0.0063 > BP,
ditemukan bahwa titik keseimbangan bebas penyakit menjadi tidak stabil. Namun, titik kese-
imbangan endemiklah yang bersifat stabil. Oleh karena itu, solusi dari sistem (2) menuju titik
keseimbangan endemik seperti ditunjukkan pada Gambar 3d-3f.

Simulasi kedua dilakukan menggunakan nilai parameter seperti di Tabel 1, kecuali nilai
« yaitu 0.005566427943. Dengan nilai parameter ini, ditemukan fenomena bifurkasi mundur
seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4. Penjelasan dari Gambar 4 diberikan sebagai berikut.
Dimulai dari b = 0, seiring membesarnya nilai b, titik keseimbangan bebas penyakit terus
bersifat stabil yang ditandai dengan kurva solid berwarna biru. Kestabilan ini terus terjaga
hingga akhirnya ditemukan titik percabangan BP saat b = 0.0025. Melewati titik percabangan
BP ini, kestabilan titik keseimbangan bebas penyakit berubah menjadi tidak stabil. Meskipun
begitu, di titik BP ini, muncul cabang titik keseimbangan lainnya yang ditandai dengan grafik
solid berwarna merah untuk b yang mengecil. Ketika b mengecil menjauhi titik BP, ditemukan
cabang titik endemik yang tidak stabil yang ditandai dengan grafik solid merah bernilai positif.
Ketidakstabilan ini tetap terus terjaga hingga menemui titik balik (fold point) FP di b =
0.0024923. Melewati titik F'P ini, terjadi perubahan kestabilan titik endemik yang awalnya
tidak stabil menjadi titik yang stabil seiring membesarnya nilai b. Namun, tidak lama setelah
titik endemik ini stabil, kestabilannya menghilang di titik b = 0.002497 karena kemunculan
titik Hopf yang pertama, yaitu H1. Melewati titik H1 ini, solusi periodik muncul. Keluarga
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GAMBAR 3. Solusi autonomous untuk dua buah nilai b yang berbeda, yaitu
b = 0.0063 (baris pertama) dan b = 0.0013 di baris kedua

solusi periodik ini dapat dilihat pada gambar 5a. Solusi periodik ini terus terjaga hingga
ditemui titik Hopf kedua yaitu H2 di b = 0.007163. Karena munculnya dua titik Hopf ini,
maka fenomena endemic bubble atau gelembung endemik muncul untuk b € (H1, H2). Bentuk
gelembung endemiknya dapat dilihat di gambar 5b dan 5c. Ketika b melewati H2 dan terus
membesar, maka titik endemik menjadi stabil dan terus terjaga untuk b > H2. Terlihat dengan
jelas bahwa amplitudo solusi periodik meningkat secara drastis ketika b bergerak menjauhi titik
H1, kemudian menurun perlahan seiring dengan meningkatnya b, hingga akhirnya amplitudo
tersebut menghilang ketika mencapai titik H2.

80+
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40
30+

20 -

o 1 2 % 4 s s 7 s

b %103
GAMBAR 4. Diagram bifurkasi dengan b sebagai parameter bifurkasi. Nilai pa-
rameter yang digunakan diberikan pada Tabel 1, kecuali o = 0.005566427943.
Kurva merah dan biru masing-masing merepresentasikan titik ekuilibrium
tidak stabil dan stabil

Beberapa solusi dari Model (2) untuk nilai b yang berbeda ditunjukkan pada Gambar 6.
Nilai b yang pertama digunakan adalah 0.002. Karena b = 0.002 < FP, maka berdasarkan
Gambar 4, hanya titik bebas penyakit yang muncul dan bersifat stabil. Solusinya ditunjukkan
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GAMBAR 5. Diagram bifurkasi dan keluarga solusi periodik yang diakibatkan
karena kemunculan endemic bubble untuk nilai b di antara H1 dan H2

pada Gambar 6a-6¢. Ketika b dipilih sedemikian sehingga memenuhi b € (H1, H2), maka solusi
periodik akan muncul bergantung pada nilai awal yang diberikan (diakibatkan pada interval
b € (H1,BP) terjadi fenomena stabilitas ganda, sedangkan untuk b € (BP, H2) hanya titik
endemik yang stabil). Gambar 6d-6f menunjukkan bahwa titik endemik Model (2) bersifat
stabil periodik menuju limit cycle yang stabil untuk b = 0.0041. Ketika b yang dipilih lebih
besar lagi namun masih berada di antara H1 dan H2, maka titik endemik Model 2 masih
bersifat stabil periodik, namun ukuran limit cycle nya menjadi lebih kecil. Hal ini dapat
dilihat pada Gambar 6g-6i. Simulasi terakhir ditunjukkan ketika b > H2, yaitu ketika b = 0.009
seperti yang diberikan pada Gambar 6j-61. Terlihat bahwa titik endemik Model (2) menjadi
stabil asimtotik, sehingga solusi menuju titik endemik yang stabil.

4. SIMPULAN

Studi lebih lanjut terhadap model yang dirilis oleh penulis pada [15] dibahas pada artikel
ini, khususnya terkait kemunculan fenomena solusi periodik dan fenomena gelembung endemik
(endemic bubble). Pada artikel [15], para penulis membuat model matematika penyebaran de-
mam berdarah dengan mempertimbangkan ketidakpedulian masyarakat terhadap penyebaran
penyakit yang makin meluas. Hal tersebut diakomodir dengan bentuk fungsi infeksi yang non-
standar, diwakili dengan parameter . Mereka mengasumsikan bahwa semakin besar nilai «,
semakin tidak peduli masyarakat terhadap penyebaran DBD. Kemunculan fenomena bifurkasi
maju dan mundur ditunjukkan secara analitik dalam artikel tersebut. Estimasi parameter
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GAMBAR 6. Beberapa solusi autonomous sistem (2) untuk beberapa nilai b
yang berbeda. Semua parameter yang digunakan sama dengan yang digunakan
pada Gambar 5 kecuali b yang bervariasi yaitu b = 0.0.002 pada baris pertama,
b = 0.0041 pada baris kedua, b = 0.007163 pada baris ketiga, dan b = 0.009
pada baris keempat

menggunakan data insiden demam berdarah di Jakarta juga dilakukan untuk mendukung ka-
jian numerik mereka.

Pada artikel ini, kami melanjutkan analisis terhadap model yang dirilis pada [15], khusus-
nya terhadap kemungkinan munculnya fenomena solusi periodik yang diakibatkan oleh muncul-
nya bifurkasi Hopf. Kajian analitik dan numerik dilakukan dengan nilai parameter yang sama
seperti di artikel rujukan, namun menggunakan variasi nilai a sebagai indikator perubahan
dinamik yang terjadi. Secara analitik kami berhasil menujukkan syarat kemunculan bifurkasi
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Hopf. Simulasi numerik yang kami lakukan menunjukkan munculnya fenomena gelembung en-
demik (endemic bubble) yang ditandai dengan munculnya dua buah titik Hopf pada satu per-
cabangan titik keseimbangan yang sama. Kami berhasil menunjukkan syarat tertentu terkait
nilai o sedemikian sehingga solusi periodik dapat muncul dari sistem yang dibahas.

Hasil kajian menunjukkan bahwa tingkat ketidakpedulian masyarakat terhadap bahaya
endemik DBD, yang dimodelkan oleh parameter o, memainkan peran krusial dalam dinamika
penyebaran penyakit. Semakin besar nilai a;, semakin tinggi tingkat ketidakpedulian masyarakat,
yang dalam model ini dapat memicu munculnya perilaku dinamik yang kompleks berupa siklus
endemik berulang (solusi periodik). Fenomena ”gelembung endemik” yang dihasilkan menun-
jukkan bahwa terdapat rentang nilai a tertentu di mana wabah DBD dapat muncul dan menghi-
lang secara periodik, meskipun parameter lainnya tetap. Dengan demikian, pengurangan
ketidakpedulian masyarakat—misalnya melalui edukasi atau kampanye kesadaran—berpotensi
menstabilkan dinamika penyebaran dan mencegah terjadinya lonjakan kasus berulang.
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